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RESUMO

Um estudo experimental e numérico de sincronizagao cadtica foi realizado entre malti-
plos osciladores nao lineares acoplados a um oscilador nao linear receptor. O principal
resultado deste estudo foi obtido através do acoplamento aditivo unidirecional. Nesta
condigcéo os osciladores diretores ndo interagem entre si e nao recebem nenhum sinal
do oscilador receptor. Assim, garantimos que os sinais de acoplamento sejam transmiti-
dos apenas ao receptor. Ao descrever as etapas que levaram a essas observagoes,
inicialmente, apresentamos alguns conceitos fundamentais de sincronizagao entre
osciladores caoticos e relatamos algumas de nossas investigagdes iniciais nas quais
reproduzimos resultados da literatura, que demonstram alguns tipos de sincronismo,
por exemplo, sincronizagao completa, sincronizacao atrasada, etc. Apresentamos um
sistema nao-linear especifico, o sistema Gauthier-Bienfang (GB), que usamos com
mais frequéncia neste trabalho. Construimos osciladores do tipo G-B, caracterizamos
sua dindmica e realizamos acoplamentos entre dois osciladores, na configuracao
diretor-receptor. Usando essa configuracao, pudemos observar sincronizagdo com-
pleta e intermitente. Através da analise estatistica dos eventos de dessincroniza¢ao
verificamos a existéncia de eventos extremos do tipo Dragao-Rei. A reproducao des-
ses resultados da literatura demonstra que os osciladores cadticos que construimos,
para este trabalho, apresentam o funcionamento esperado, dando-nos confianga para
prosseguir com investigagdes originais. Por meio de calculos numéricos e realizagbes
experimentais da configuragdo de acoplamento com mais de um oscilador diretor aco-
plado ao oscilador receptor, mostramos que um oscilador cadtico sincroniza com um
sinal que € uma combinacdao linear de sinais com informacdes parciais dos osciladores
diretores. Além disso, demonstramos analiticamente a convergéncia do sincronismo
de um oscilador G-B para o sinal soma quando aumentamos o numero de osciladores
diretores, com niveis de acoplamento cada vez menores. Também investigamos esse
comportamento com outro sistema nao-linear, o sistema de Lorenz. Numericamente
mostramos a convergéncia da trajetoria de um oscilador receptor Lorenz para a traje-
téria da combinacao linear dos diretores. A qualidade dessa sincronizacao também
melhora com o aumento do numero de osciladores acoplados, para cada nivel de
acoplamento. Esses resultados, em que um oscilador ndo-linear sincroniza com um
sinal soma, abrem perspectivas para investigacoes de sistemas de redes complexas
com acoplamento.

Palavras-chaves: Sincroniza¢do, Caos, Acoplamento, Superposi¢éo de sinais.



ABSTRACT

An experimental and numerical study of chaos synchronization was carried out between
multiple nonlinear oscillators driving a receiving nonlinear oscillator. The main result this
study was obtained through unidirectional additive coupling. In this condition the drivers
do not interact with each other and do not receive any signal from the receiving oscillator.
Thus, we ensure that the drive signals are passed only to the receiver. In describing the
steps that led to these observations, we initially presented some fundamental concepts
of synchronization between chaotic oscillators and reported some of our initial investiga-
tions in which we reproduced results from the literature, which demonstrate some types
of synchronism, for example, complete synchronization, delayed synchronization, etc.
We present a particular non-linear system, the Gauthier-Bienfang (G-B) system, which
we use most frequently in this work. We build G-B type oscillators, characterize their
dynamics and perform couplings between two oscillators, in the drive-receiver configu-
ration. Using such a configuration we were able to observe complete and intermittent
synchronization. Through the statistical analysis of the events of desynchronization we
verify the existence of extreme events of the Dragon-King type. The reproduction of
these results from the literature demonstrates that the chaotic oscillators that we built
for this work present the expected functioning, giving us confidence to proceed with
original investigations. Through numerical calculations and experimental realization of
the coupling configuration with more than one director oscillator coupled to the receiving
oscillator, we show that a chaotic oscillator synchronizes with a signal that is a linear
combination of signals with partial information of the director oscillators. In addition, we
demonstrate analytically the convergence of the synchronism of a G-B oscillator to the
sum signal when we increase the number of drivers, with ever lower coupling levels.
We also investigated this behavior with another nonlinear system, the Lorenz system.
Numerically we show the convergence of the trajectory of a Lorenz receiver oscillator to
the trajectory of the linear combination of the drivers. The quality of this synchronization
has also been shown to increase with the increase in the number of coupled oscillators,
for each coupling level. These results, in which a non-linear oscillator synchronizes with
a sum signal, open perspectives for investigations of complex coupled network systems.

Keywords: Synchronization, Chaos, Coupling, Signal superposition.
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1 INTRODUGCAO

O crescente interesse pelo estudo de Sistemas Complexos interagentes resultou
em investigacdes que exploram suas propriedades estatisticas (ALBERT; BARABASI,
2002; SORNETTE, 2007; NICOLIS; NICOLIS, 2012; CAVALCANTE et al., 2013), de
conectividade (BOCCALETTI et al., 2006; STROGATZ, 1994; NEWMAN, 2003; CHOI;
MIHALAS, 2019) ou ainda de sincronizacao (ARENAS et al., 2008; PECORA et al.,
2014). Comportamentos dindmicos desses sistemas complexos foram evidenciados
em sistemas pertencentes a areas diversas como, por exemplo, as ciéncias fisicas,
biolégicas, sociais e suas aplicacdes tecnoldgicas. Esses estudos estao frequentemente
associados a processos em Sistema Dinamicos, explorando os aspectos nao-lineares
desses sistemas. Rompendo o paradigma de uma visao estruturalmente newtoniana e
abrindo novos caminhos para entendermos os fenédmenos da Natureza, que fogem da
caracteristica linear.

A sincronizagéo, por exemplo, em redes neurais (PECORA et al., 2014; XU
et al., 2018; CHAKRAVARTULA et al., 2017) foi investigada considerando que os
sistemas neurais estdo globalmente conectados com cada grupo de uma parte da
rede recebendo e enviando sinais através de arquiteturas complexas (BULLMORE;
SPORNS, 2009; FRISTON; HARRISON; PENNY, 2003). Nota-se, porém, que, indi-
vidualmente, cada neurdnio possui uma configuracdo de conexao muito assimétrica,
com um numero muito grande de entradas e uma Unica saida em cada né da rede
(neurénio) (DEBANNE et al., 2011; HUANG; RASBAND, 2018). Desta forma, torna-se
importante investigar configuracbes com uma saida unica em estudos de sincronizacao
de rede. A sincronizagao é crucial em sistemas complexos, como sistemas neurais e
cardiacos (SCHAFER et al., 1998; SHIOGAI; STEFANOVSKA; MCCLINTOCK, 2010),
e para aplicacbes em comunicacdes baseadas no caos (CUOMO; OPPENHEIM, 1993;
ARGYRIS et al., 2005; KEUNINCKX et al., 2017) ou em estudos de eventos extremos
(CAVALCANTE et al., 2013; MISHRA et al., 2018).

Os primeiros trabalhos com sistemas nao-lineares acoplados demonstraram
que um oscilador cadtico pode convergir para uma solucao particular, da trajetéria
de um oscilador idéntico a ele acoplado. Essa convergéncia pode ocorrer quando a
informacéo do oscilador, que ira guiar a dinamica do outro, é fornecida através da troca
de uma variavel, ou seja, substituindo uma variavel (PECORA; CARROLL, 1990), ou
pelo envio de informagdes de maneira aditiva, por meio de um termo linear (GAUTHIER;
BIENFANG, 1996) adicionado ao oscilador guiado.

O trabalho descrito nesta dissertagao esta inserido no contexto que apresen-
tamos acima de sistemas complexos acoplados. Assim, mostraremos aqui, usando
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resultados numéricos e experimentais, que é possivel conduzir um sistema nao-linear
a uma nova trajetéria definida por uma combinacéao linear de sinais de osciladores
idénticos. Essa convergéncia foi observada, como apresentaremos nos capitulos poste-
riores, adicionando informacdes parciais de possiveis trajetérias ao fluxo do oscilador
receptor. Além disso, a trajetoria do sistema converge melhor para o sinal da soma
quando o numero de trajetérias adicionadas aumenta. Esta sincronizagdo com multiplas
trajetérias abre novas perspectivas na investigacao de sistemas complexos acoplados
e parece ser particularmente relevante para a andlise de redes neurais, uma vez que
multiplas entradas conectadas a uma Unica saida é uma configura¢do neural prevalente
em sistemas biol6gicos, como sistema nervoso.

Esta dissertacao esta organizada em sete capitulos:

» Capitulo 1: Uma breve introdugdo do contexto que motiva o trabalho;

» Capitulo 2: Revisamos alguns fundamentos da Dindmica Nao-Linear e Caos,
particularmente os conceitos necessarios para as discussdes que seguem;

» Capitulo 3: Apresentamos os principais tipos de sincronizagdo observadas em
sistemas cadticos acoplados;

 Capitulo 4: Caracterizamos e exploramos a dindmica do sistema nao-linear esco-
Ihido como plataforma de estudo deste trabalho;

« Capitulo 5: Discutimos os principais resultados numéricos da configuragao original
de acoplamento aditivo unidirecional com mais de um oscilador diretor acoplado
a um oscilador receptor;

» Capitulo 6: Apresentamos o sistema eletrénico que implementa o sistema néo-
linear, utilizado na investigagdo numérica, e os resultados experimentais do
acoplamento com mais de um oscilador diretor, que confirmam nossos céculos
NumMeéricos;

» Capitulo 7: Expomos nossas consideracoes finais do trabalho desenvolvido.



2 REVISAO DE DINAMICA NAO-LINEAR E CAOS

A Fisica, desde o século XVI, tem sido marcada, em sua histéria, por revolugoes
cientificas que impulsinaram significativamente o seu progresso enquanto ciéncia.
A Mecénica Quantica, a Teoria da Relatividade e o Eletromagnetismo sao alguns
exemplos dessas revolugbes. Mundando o nosso entendimento da Natureza enquanto
tal e a nossa relacdo com ela. Como resultado desse processo, nos trouxe grandes
avancos cientificos e tecnoldgicos. Durante a ocorréncia desses marcos historicos
da Fisica, uma outra concepgao estava se estabalecendo, iniciada pelo problema
de trés corpos, a Teoria do Caos. Colocando em xeque a crenca deterministica da
Natureza. Laplace, no século XIX, acreditava que seriamos capazes de prever tudo,
caso tivéssemos conhecimento, em um determinado instante, de todas as forgas e de
todos os estados do Universo. Isso poderia ser verdade, se o Caos ndo limitasse a
nossa capacidade de previsibilidade. Entao, por que ndo considera-lo nessa lista de
revolucdes da Fisica?

Embora haja diversas classes de problemas e sistemas fisicos para os quais
nossa limitada capacidade de modelagem mostra-se eficiente, por exemplo, como
prever quando eclipses solares irdo ocorrer com data e hora precisas, porém, a maior
parte dos fenébmenos da Natureza sdo descritos por uma dindmica nao-linear. Por
isso, nos motivamos a estudar os sistemas dinamicos nao-lineares. Os estudos desses
sistemas cresceram exponencialmente, desde a década de 1960, com 0 avango no
desenvolvimento de recursos computacionais, que tornaram-se indispensaveis para a
pesquisa em Dinamica Nao-Linear.

Nas proximas seg¢des iremos discutir alguns conceitos fundamentais da Dinéa-
mica Nao-Linear necessarios para o trabalho desenvolvido nesta dissertacdo. Na secao
(2.1), iremos, brevemente, conceituar Sistemas Dindmicos como fundamento geral
para os sistemas nao-lineares, discutindo a respeito dos Pontos fixos e Estabilidade
(subsecéo (2.1.1)). Na secao (2.2), vamos abordar a caracterizacdo da dindmica cao-
tica, a qual apresenta Atratores estranhos (subsecao (2.2.1) e Expoentes de Lyapunov
(subsecao (2.2.2). Na secao (2.3), finalizaremos o capitulo apresentando o sistema de
Lorenz como exemplo de sistema n&o-linear com comportamento caotico.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS

A Dinamica, que trata da mudanca de estado de um sistema em func¢éo do tempo,
hoje em dia, € um area interdisciplinar, mas originalmente era um assunto exclusivo da
Fisica. Inicializada por Aristételes, passando por Nicolau Copérnico, Johannes Kepler,
Galileu Galilei e Isaac Newton. Com este ultimo, nos deparamos com o problema
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de trés corpos que envolvia a Mecanica Celeste (STROGATZ, 1994). Estudando
este problema, Henri Poincaré foi, praticamente, um dos primeiros a vislumbrar o
comportamento caodtico, conforme ele expressa: “... pode acontecer que pequenas
diferencas nas condicoées iniciais produzam grandes diferencas no fenémeno final.
Um pequeno erro na entrada produzira um erro enorme na saida. Previsgo torna-se
impossivel ..."(MONTEIRO, 2011). Assim, o inicio da Dinamica N&o-Linear coincide
com o histérico problema da Mecénica Celeste.

Entendemos por sistema dindmico deterministico aquele que pode ser descrito
por equacgoes diferenciais cuja evolucdo temporal seja ela continua ou discreta no
tempo. Podemos classificar um sistema dindmico como auténomo, quando nao de-
pende explicitamente do tempo, por exemplo, um oscilador harménico simples’, ou
nao-auténomo, quando depende explicitamente do tempo, por exemplo, um oscilador
harmonico forcado?. Quando a descricdo matematica apresenta termos nio-lineares,
deixando de corresponder ao principio da superposi¢do, chamamos de sistemas nao-
lineares (STROGATZ, 1994; MONTEIRO, 2011; JUNIOR, 2018). Por exemplo, equagdes
que apresentam termos quadraticos, cubicos, exponenciais, logaritmicos, do tipo seno
OU c0sseno sao equacgdes nao-lineares.

Sistemas nao-lineares sdo complexos e dificeis de serem resolvidos analiti-
camente. Além disso, a solucao pode ser complicada de interpretar. Diante dessa
problematica, recorremos aos recursos computacionais, como métodos numéricos do
tipo Runge-Kutta, para estudar esses sistemas. Tomamos como exemplo uma equagao

nao-linear do tipo seno:
d
d—ji = sen(z). (2.1)

Vamos tentar resolver analiticamente a Eqg. (2.1). Para isso, separemos as
variaveis e em seguida integramos:

dx

dt = sen(z)’

isso implica que

t= /cosec(a:) dx = — In|cossec(x) + cotg(z)| + C, (2.2)

onde C & um valor constante. Supomos que z(t = 0) = z, e t = 0, substituindo
na Eq. (2.2) teremos C = In|cossec(xq) + cotg(xy)|. Agora, substituindo C' na Eq. (2.2),

2
1 d°x

Osiclador harménico simples é descrito pela equacgdes: o —kx/m,onde m é amassae x a
posicao

Oscilador harménico forgado € descrito pela equagdes: ma + bv + kx = Fcos(t), onde a é aceleragao,
m a massa, v a velocidade, x a posicao e F' a forga externa.
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obtemos a solucao

cossec(xg) + cotg(zo)

t=1In

(2.3)

0
cossec(x) + cotg(z) |

A solucéo da Eq. (2.1) expressa em ¢, Eq. (2.3), é dificil de interpretar, invi-
abilizando uma intuicdo do comportamento do sistema. Por exemplo, qual seria o
comportamento de z(t), para qualquer condi¢ao inicial com ¢ — oco? No entanto, po-
demos analisar graficamente & em fungcéo de z, como esta apresentado na Fig. (1).
Facamos um rapido exercicio imaginativo. Consideremos uma particula se movendo,
onde & seja a velocidade e x a posicdo. Assim, & representa o campo vetorial ou o fluxo.
Note que o fluxo, representado pelas setas, “flui"para a direita quando & > 0 e para a
esquerda quando & < 0. Na origem, onde & = 0, ndo existe fluxo para nenhum dos
lados. Esses pontos sdo chamados de pontos de equilibrio, que podem ser estaveis ou
instaveis, representados pelo circulos pretos e brancos, respectivamente. Trataremos
mais a respeito desses pontos na subsec¢ao seguinte (2.1.1). A partir do comportamento
do fluxo, podemos interpretar que a evolu¢do temporal conduz o sistema para os pontos
estaveis.

Figura 1 — Solugéo da fungéo # com z variando de —4.57 a 4.5.

Fonte: Autor

Se conhecermos a condigao inicial e, assim, obtermos os valores de ¢ (2.3),
que é a solucao de i, poderemos construir um grafico de x em funcéo da solucéo ¢,
para t > 0. Consideramos algumas condig¢ées iniciais, xy, que possa assumir valores
positivos e negativos, tais como (+7 /4, +x /2, 7, £1.57, £1.87, +27). Substituindo cada
valor atribuido a z, em ¢, teremos a solucdo apresentada na Fig. (2). Note que se
uma condi¢ao inicial for dada na regido positiva de z, 0 < xy < 27, € na vizinhanca
de um ponto de equilibrio (7), a trajetoria do sistema evolue no tempo tendendo,
assintoticamente, para esse ponto. Da mesma maneira ocorre, se a condicao inicial for
na regiao negativa de x, —27 < xy < 0, ou seja, a trajetdria do sistema se aproxima do
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ponto de equilibrio, —7. Porém, se a condicao inicial for dada no ponto de equilibrio,
+7, a trajetéria permanece nele indefinidamente [6].

Figura 2 — Solucao da fungédo & com z variando de —4.57 a 4.57.

Fonte: Autor

A discussao que realizamos entorno da equacao nao-linear (2.1), pode ser
expandida para sistemas de dimensdes maiores. Por exemplo, representemos um
sistema nao-linear autbnomo n-dimensional por um conjunto de equacoes diferenciais
de primeira ordem,

1 = filzr, 29, .., xy) (2.4a)
Ty = folxy,x9,...,2y) (2.4b)

(2.4¢)
Tn = folz1, 20, ..., 20).

A dimensionalidade do sistema esta relacionada com a quantidade de condicoes
iniciais necessarias para representar um estado do sistema, em um determinado
instante de tempo ¢t. O exemplo que trabalhamos acima, Eq. (2.1), possui uma unica
dimensao, portanto, necessita apenas de uma condigao inicial.

Podemos analisar um sistema n-dimensional € recorrendo ao espaco de estado
[1]. Esse espacgo de estado é formado pelas n-variaveis do sistema, que compde os
seus eixos (x1, xa, ..., r,). A EQ. (2.4) pode ser reescrita na sua forma vetorial,

7= F(), (2.5)
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onde F é o fluxo do sistema. De acordo com o Teorema de Existéncia e Unicidade [1,
2], tomando todas as derivadas parciais de F, 0F;/0x;, 1,j =1, ...,n, continuas para =
em algum conjunto aberto D C R". Entéo, para 7, € D, teremos uma solug¢éo Unica em
algum intervalo de tempo (—7, 7) em torno de ¢t = 0. Ou seja, para cada condicao inicial
dada ao sistema, obtemos uma solucao Unica. Em outras palavras, teremos trajetérias
diferentes no espaco de estado, para condigdes iniciais diferentes. Logo, cada estado
de Z(t) representa um Unico ponto nesse espacgo e sua evolugao temporal é descrita
por uma trajetdria ou uma érbita, como esta representado na Fig. (3).

Figura 3 — Trajetdria no espaco de estado bidimensional.

X2 A

/‘ >X1
2( F(x)
x(t)

£(0)

Fonte: Autor

Ainda segundo o Teorema de Existéncia e Unicidade, como todo ponto em D
pode ser uma condic¢ao inicial, as trajetorias nunca se interceptam. Caso duas trajetérias
se interceptassem, entao, teriamos duas solucdes, ao invés de uma. Isso violaria parte
do teorema, envolvendo um emaranhado de curvas cruzadas. Portanto, uma trajetoria
ndo pode se mover em duas dire¢des diferentes [6].

2.1.1 PONTOS FIXOS E ESTABILIDADE

Conforme vimos na sec¢ao anterior, os pontos equilibrio sdo pontos no espacgo
de estado que determina a evolugédo temporal da trajetéria do sistema. Esses pon-
tos representam as solucoes estacionarias, onde o sistema para de movimentar-se
(STROGATZ, 1994; MONTEIRO, 2011). Esse equilibro pode ser estavel, se ele nao
altera seu estado com pequenas perturbagdes ao longo do tempo, ou instavel, onde
as perturbagdes crescem com o tempo. Podemos representar geometricamente como
pontos fixos. Logo, teremos pontos fixos estaveis e instaveis. De uma forma geral, os
pontos fixos sao classificados em:

« Atratores: as trajetérias que passam pela vizinhanga desse ponto sédo atraidos a
convergirem para ele. No caso de um sistema unidimensional, sdo pontos fixos
estaveis. Com duas ou mais dimensdes, podem ser n0s estaveis ou espirais
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estaveis, Fig. (5a) e Fig. (5c), respectivamente. Na literatura, esse ponto atrativo é
representado por pontos cheios (e) ou linhas cheias;

* Repulsores: as trajetérias que passam pela vizinhanga desse ponto divergem
dele. Para um sistema unidimensional sdo pontos fixos instaveis. Com duas
dimensdes ou mais, podem ser nés instaveis ou espirais instaveis, Fig. (5b) e Fig.
(5d), respectivamente. Representado por pontos vazios ou linhas tracejadas;

» Pontos de sela: as trajetorias que passam pela vizinhanga desse ponto podem
convergir ou divergir dele, dependendo da regiao, Fig. (6). Eles s6 existem em
sistemas com duas ou mais dimensdes.

Figura 4 — Classificacdo dos pontos fixos: n6 (a) estavel e (b) instavel; espiral (c) estavel
e (d) instavel.

(a) (

»
L

/

b) \l/
(c) (d)

. @
Figura 5 — Fonte: Autor

Figura 6 — Ponto de sela em espago bidimensional.

Fonte: Autor

Para sistemas com espaco de estado de duas ou mais dimensdes € possivel que
apresente comportamento periédico, de maneira que as trajetérias, na sua evolucao
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temporal, venha a convergir ou divergir para oOrbitas fechadas, a isso chamamos de
ciclo (STROGATZ, 1994; JUNIOR, 2018). Esses ciclos podem apresentar um estado
de equilibrio estavel, instavel ou semi-instavel. No caso em que um ciclo seja isolado,
ou seja, as trajetorias ndao sao fechadas, teremos um ciclo limite. Se as trajetérias da
vizinhanga aproximarem-se, esse ciclo limite sera estavel, Fig. (7a). Na situacao inversa,
ou seja, se elas divergem, o ciclo limite € instavel, Fig. (7b). No caso misto, ou seja, se
as trajetérias de uma regiao se aproximam e as da outra divergem dela, dizemos que o
ciclo limite é semi-estavel, Fig. (7c).

Figura 7 — Ciclo limite: (a) estavel, (b) instavel e (c) semi-estavel.

(a)

Fonte: Autor

De acordo com o Teorema de Poincaré-Bendixson (STROGATZ, 1994; MON-
TEIRO, 2011), qualquer trajetoria de um sistema com espago de estado de duas
dimensdes, que inicia em uma determinada regidao R, limitada e invariante, ou seja,
comeca em R e permanece em R para todo o tempo futuro, tende para um ponto fixo
ou um ciclo limite quando ¢t — oco. Portanto, o teorema estabelece um resultado central
da dindmica ndo-linear: ndo existe caos em sistemas bidimensionais.

Até o momento temos analisado a estabilidade dos pontos fixos de um ponto
de vista qualitativo. Porém, a seguir, iremos analisar quantitativamente a estabilidade
desses pontos. Para isso, utilizaremos o método da linearizacdao de sistemas nao-
lineares. Realizamos a linearizacao através da expansao da série de Taylor entorno
do ponto fixo em analise. Identificaremos um ponto fixo por meio do simbolo x, z*.
Tomemos, como exemplo, um sistema de duas dimensoes,

&= f(r,y) (2.6a)
v =g(x,y). (2.6b)

Vamos expandir a Eq. (2.6) entorno do ponto fixo (z*, v*),
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b= ) = ") + 5@y e - a) 4 B - ) 10 (@)

I =gle.) = gle" ) + SHa ) - 0) 4 ) -y 0. (27)
onde O representa os termos de ordem superior, 0s quais serdo desconsiderados
a seqguir. Vamos determinar a estabilidade do ponto fixo (z*, y*) tomando um ponto
diferente, tal que, (x(t), y(t)) = (z* + 6.(t), y* + 6,(t)) e explorar a sua evolu¢do temporal
por meio dessa diferenga infinitesimal (6.(¢), 9,(¢)). Essa diferengca nada mais é do que
uma pequena perturbagéo que pode crescer ou diminuir. Caso (d,(t),d,(t)) venha a
crescer, isso significa que a trajetéria do sistema, (x(t), y(t)), ira divergir do ponto fixo.
Na situagéo inversa, ou seja, (9,(t), 6,(t)) diminua, a trajetéria convergira para o ponto
fixo. Assim, as componentes dessa pequena perturbacao séo

Oy =a—2a" (2.8a)
dy=y—y" (2.8b)

Se derivarmos a Eq. (2.8), teremos que 0, = & = f(z,y) € 0, = ¥ = g(x,7).
Utilizando essas novas derivadas, considerando que o ponto fixo seja f(z*,y*) =
g(z*,y*) = 0 e os termos de ordem superior da expansao sejam suficientemente
pequenos, de maneira que possamos desconsidera-los, entao, reescrevemos a Eq.
(2.7),

: of of

63; = (Sx% T*y* + 5ya_y|x*7y* (29&)
- 99 99
5y = 51:8_{[‘ T*y* + 6y6_y T*y*s (29b)

onde O_f 0_f 99 e 99 sdo as derivadas parciais calculadas no ponto fixo (z*, y*).
Oor Oy Oxr 0Oy

Assim, podemos reescrever, mais uma vez, a expansao, Eq. (2.9), na forma matricial,

onde
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€ a matriz Jacobiana do sistema linearizado entorno do ponto fixo (z*, y*). A partir da
matriz Jacobiana, podemos calcular os autovalores e, entdo, determinar a estabilidade
do ponto fixo. Vamos calcular o determinante det(J — \I) = 0,

of of
o oy
det = @ @ B = O,
ox dy

resolvendo esse determinante, iremos obter um polindmio \? — A\ + A = 0, onde

A= ﬁ + @ e\ = ﬁ@ - %@ Portanto, os autovalores da matriz Jacobiana séo
or Oy Ox 0y Oy ox

M2 =(AEVA2—4A)/2, A = A\ + Xy € A = A\ \y. Definir a estabilidade do ponto fixo
dependera dos valores de A e A. Consideremos que

1. Se A < 0, teremos autovalores, ), », reais com sinais opostos, logo, o ponto
fixo sera do tipo sela, ou seja, instavel. As trajetorias irdo se aproximar por uma
direcéo e divergir por outra;

2. Se A > 0, de forma que A? — 4A também seja maior que zero, os autovalores,
A12, Serao reais e de mesmo sinal. Assim, teremos um no estavel com A < 0, as
trajetérias convergem para esse ponto, e um noé instavel com A > 0, as trajetérias
divergem desse ponto;

3. Se A > 0, mas A% — 4A < 0, os autovalores, \; », s80 complexos conjugados.
Caso A > 0, o ponto fixo serd um foco instavel, as trajetérias espiralam divergindo
do ponto, e um foco assintoticamente estavel com A < 0, as trajetorias espiralam
convergindo para o ponto. Na situagdo em que A = 0, o ponto fixo serd um centro
neutramente estavel, as trajetérias nem divergem e nem convergem para o ponto.

A analise da estabilidade dos pontos fixos, que realizamos acima, com o sis-
tema de duas dimensdes pode ser expandido para sistemas de dimensdes maiores.
Levando em consideragao que estamos tratando de sistemas n&o-lineares, portanto,
as correcdes dos termos de ordem superior, da expansao da série de Taylor, devem ser
realizadas a depender de como estamos caracterizando um ponto fixo (STROGATZ,
1994; JUNIOR, 2018).

Até aqui n6s temos explorado a dindmica dos sistemas n&o-lineares, basica-
mente, para diferentes condigdes iniciais. No entanto, o sistema nao-linear pode alterar
seu comportamento, inclusive a posicao dos pontos fixos e a estabilidade, mediante a
mudanga de parametro desse sistema. E a respeito dessa mudanca na dinamica que
iremos discutir na proxima subsecgao.
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2.2 CARACTERIZACAO DO CAOS

Na secéao anterior, vimos que o Teorema de Poincaré-Bendixson demonstra
como 0 caos nao pode ser observado em sistema de duas dimensdes. Portanto,
trataremos do caos relacionado a sistemas nao-lineares de trés dimensdes ou mais.
Também vimos que, na vizinhanca dos pontos fixos, a mudanca de parametro altera a
evolugao temporal das trajetérias do sistema. No entanto, essa alteracéo, que depende
do ajuste do parametro, pode conduzir o sistema a torna-se imprevisivel ao longo do
tempo. Para esse tipo de dindmica, dar-se o nome de dindmica cadtica ou regime
cadtico (STROGATZ, 1994; MONTEIRO, 2011).

N&o ha uma consenso universal para definir caos (STROGATZ, 1994), porém,
para este trabalho vamos relacionar sua definicdo com as caracteristicas fundamentais
para que esse tipo de regime ocorra. Deste modo, para que um sistema dinamico
apresente comportamento caético, no seu espago de estado, é necessario que ele
possua as seguintes caracteristicas:

Seja deterministico: o sistema deve ser descritos por equacdes diferenciais;

» Nao apresente termos estocasticos: o sistema n&ao posui termos em suas equa-
¢cdes que possam conduzi-lo para uma dinamica aleatéria;

* Imprevisivel a longo prazo: sensibilidade exponencial as condi¢des iniciais. Para
cada condicao inicial diferente, obtemos uma trajetéria diferente;

Que tenha um comportamento aperiddico: isso significa que existe trajetérias que
nao convergem para pontos fixos, érbitas periddicas ou quase-periddicas, mas
convergem para um atrator estranho (tratremos dele mais adiante).

Sistemas nao-lineares do tipo conservativo podem apresentar dinamica caotica,
porém, ndo contém um atrator estranho no seu espacgo de estado. No tipo dissipativo, a
solucéo pode exibir um atrator no espaco de estado (STROGATZ, 1994; JUNIOR, 2018).
Para isso, algumas condi¢des precisam ser atentidas, trataremos delas na préxima
subsecdo (2.2.1). Outro sim, a evolucéo temporal de duas trajetorias inicializadas com
condigdes iniciais ligeiramente diferentes divergem exponencialmente. Podemos medir
essa divergéncia através do expoente de Lyapunov, o qual abordaremos na subsecao
(2.2.2).

2.2.1 ATRATOR ESTRANHO

O efeito atrativo € um fenbmeno comum em sistemas dinamicos. Nés vimos
na secao (2.1) que existe pontos fixos atrativos para onde as trajetorias do sistema
convergem e a velocidade é nula. O campo gravitacional ou cargas positivas atraindo
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as negativas sao exemplos classicos desse efeito. No entanto, existem solugdes de
sistemas nao-lineares, que embora possam convergir para Orbitas periddicas, que
comportam-se irregularmente (STROGATZ, 1994; MONTEIRO, 2011).

Para que um determinado sistema dinamico apresente, em seu espaco de
estado, um atrator € necessario que:

« Tenha um conjunto invariante: qualquer trajetéria que comece no conjunto, por
exemplo, A permenecera em A em todo instante de tempo;

» Que o conjunto invariante atraia um conjunto aberto de condigdes iniciais: ou seja,
o conjunto A atrai um conjunto aberto B de modo que, uma solugéo obtida com
qualquer condicao inicial pertencente a B e outra solugao com condic¢éao inicial
pertencente a A, a diferenca entre as duas solucdes tende a zero com ¢ — oco. O
maior conjunto de condi¢des iniciais que atenda a essa condi¢cdo, chamamos de
bacia de atracao de A;

+ O conjunto invariante seja minimo: isso quer dizer que o conjunto A ndo pode ter
subconjuntos que satisfacam as condicbes anteriores.

Os sistemas nao-lineares de trés dimensdes podem apresentar trés tipos de
solucbes atratoras:

1. Periédica com uma frequéncia independente;
2. Multiperiédica com duas ou trés frequéncias independentes;
3. Estranha/Cadtica com uma banda de frequéncia e sensivel as condi¢des iniciais;

4. Pontos Fixos.

Portanto, um sistema dinamico nao-linear, dependendo do ajuste do parametro,
tera a evolugédo temporal da suas trajetérias conduzidas a uma regido de um atrator es-
tranho. Esse atrator € uma figura geometricamente fractal, ou seja, apresenta detalhes
em uma escala infinitesimalmente pequena (STROGATZ, 1994; MONTEIRO, 2011).
Entao, podemos dizer que esse sistema possui uma dinamica caética. O termo atrator
estranho foi cunhado por D. Ruelle e F. Takens, em 1971, quando ambos estavam
trabalhando com o processo de transicdo de fluxo laminar para o fluxo turbulento em
fluidos (MONTEIRO, 2011). O atrator estranho exibe sensibilidade as condigdes iniciais,
significa que qualquer par de trajetorias iniciadas em pontos ligeiramente diferentes
irdo divergir exponencialmente. Essa divergéncia pode ser medida e iremos discuti-la
na préxima subsecgao.



Capitulo 2. Revisao de Dindmica Nao-Linear e Caos 14

2.2.2 EXPOENTES DE LYAPUNOV

Na subsecao anterior, discutimos as condi¢des para que um sistema dinamico
apresente caos em seu comportamento. Além disso, contenha uma figura em seu
espaco chamada de atrator estranho. Na presenca desse atrator, as trajetérias iniciadas
em pontos distintos, mas ligeiramente proximos, divergem um do outro. A Fig. (8) ilustra
qualitativamente essa divergéncia. Com o expoente de Lyapunov podemos medir essa
divergéncia (STROGATZ, 1994) e é sobre ele que iremos tratar nesta subsecao.

Figura 8 — Demonstracdo qualitativa da divergéncia exponencial de duas trajetérias
obtidas com condigdes iniciais diferentes.

Fonte: Autor

O expoente de Lyapunov é definido, basicamente, como uma taxa com que
as trajetérias divergem entre si. A quantidade de expoentes esta relacionada com
a dimensionalidade do sistema. Por exemplo, um sistema bidimensional tem dois
expoentes, um sistema tridimensional tem trés expoentes e assim por diante. Eles
podem assumir tanto valores positivos, negativos, zeros ou até mesmo complexos
(STROGATZ, 1994; JUNIOR, 2018).

A expressao ¢ apresentada na Fig. (8), que representa o comportamento diver-
gente entre as duas trajetorias, € descrita como

[6(t)] = [8(0)[e™, (2.10)

onde \ é o expoente de Lyapunov. Se reescrevermos a Eq. (2.10) e aplicarmos a
propriedade logaritma, obtemos que

Bl _
500) = (2.11)
POl _
T
1 ()
A= s

(2.12)
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onde ) representa a divergéncia na n-ésima iteracdo. Se obtemos \ < 0, a diferenga
entre z;, e x;, ird reduzir, ou seja, elas irdo se aproximar. Porém, se A > 0 a diferenga
cresce exponencialmente.

Tomemos, como exemplo, a evolugao temporal de uma variavel, x(¢), de um
determinado sistema nao-linear, onde ela evolui com uma condi¢ao inicial e em outro
momento com uma segunda condigao inicial, diferente da primeira. Essa diferenca
¢ da ordem de 107°, representada por §,. Essa evolugédo esta apresentada na Fig.
(9a). Note que as trajetdrias, inicialmente, evoluem juntas até um dado momento em
que divergem uma da outra. Diminuimos a ordem de grandeza da diferenca, entre as
condigdes iniciais, para 107!, representada por d,, € apresentamos essa evolugdo na
Fig. (9b). Observe que, neste caso, leva-se mais tempo para a divergéncia ocorrer. ISso
nos mostra uma das principais caracteristicas do comportamento dindmico néo-linear:
sensibilidade as condicdes iniciais. Outro sim, embora haja essa divergéncia entre as
trajetérias apresentadas, ela ndo tende para o infinito. Estando limitada pela regido do
atrator cadtico no espacgo de estado (STROGATZ, 1994).

Figura 9 — Evolucao temporal da variavel, z(t) (linha preta), de um sistema néo-linear,
com condi¢des iniciais diferentes: (a) z(t) + d; (linha vermelha) e (b) x(t) + 0,
(linha azul).

Fonte: Autor

Na secao a seguir, vamos descrever brevemente o sistema de Lorenz como
exemplo de sistema néo-linear, que atende as condi¢ées abordadas acima para que sua
dindmica seja cadtica. Como também calcularemos os pontos fixos e sua estabilidade.
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2.3 SISTEMA DE LORENZ

O sistema foi desenvolvido pelo matematico e meteorologista Edward N. Lorenz
(1917-2008), quando estudava um modelo simplificado das convencdes atmosféricas
(LORENZ, 1963). Lorenz foi quem demonstrou que os sistemas apresentavam solu-
cOes diferentes com condicdes iniciais ligeiramente diferentes e, consequentemente,
divergiam uma da outra (MONTEIRO, 2011; JUNIOR, 2018). Esse comportamento ja
tinha sido suspeitado por Henri Poincaré, como apresentamos na secao (2.1).

O sistema de Lorenz é um sistema dissipativo e de tempo continuo, que possui
trés varidveis de estado (STROGATZ, 1994). As equagdes diferenciais de primeira
ordem que descrevem a dindmica desse sistema sao:

r = o(y—ux) (2.13a)
y = rx—y—zxz (2.13b)
z = xy-— bz, (2.13¢)

onde o, b, r s@o os parametros do sistema e constantes positivas. Observe que as
Eqg. (2.13) ndo apresentam nenhum termo estocastico, mas dois termos n&o-lineares,
sendo eles =z e xy. Esses termos sao responsaveis por introduzir a nao-linearidade. O
sistema de Lorenz pode apresentar comportamentos dinamicos diferentes de acordo
com o ajuste dos parametros, por exemplo, como caos e periodicidade.

Para determinarmos os pontos fixos do sistema de Lorenz, precisamos analisa-
lo a partir do ponto em que as Eq. (2.13) sédo iguais a zero, ou seja, © =y = 2 = 0.
Deste modo, o sistema pode apresentar solucao na qual o ponto fixo esta localizado na
origem, (z*,y*, z*) = (0, 0, 0). Esse ponto existe para qualquer valor dos parametros.
Além disso, o sistema de Lorenz apresenta uma importante simetria em suas equacoes,
logo, se o parametro » > 1, podemos obter mais duas solu¢gées com pontos fixos
simetricos, (z*,y*, 2*) = (£/b(r — 1), £+/b(r — 1),7 — 1).

A estabilidade dos pontos fixos sédo definidos aplicando a técnica de linearizacao,
que apresentamos na subsecao (2.1.1). Vamos linearizar entorno dos pontos fixos,
assim podemos eliminar os termos nao-lineares. Obtemos que

r = o(y—x) (2.14a)
y = rex—y (2.14b)
o= b (2.14c)

Consideramos os pontos fixos na origem, (z*, y*, z*) = (0, 0, 0). Resolvendo as Eq.
(2.14) e escrevendo na forma matricial, temos que
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| |—o o ||

oLk
note que Z nao esta presente nas equacdes acima, isso porque ela esta desacoplada
e z(t) — 0 exponencialmente. O trago dessa matriz é dada por 7 = —oc — 1 e 0 seu
determinante A = o(1 — r). Caso r > 1, a origem torna-se um ponto fixo selae A <0,

ou seja, duas direcdes estaveis e uma instavel. Porém, se r < 1, a origem sera um
ponto fixo estavel e os outros dois pontos fixos simétricos serdo instaveis.

Resolvemos acima o sistema de Lorenz para os pontos fixos na origem. Agora,
vamos calcular os autovalores da matriz Jacobiana utilizando os outros pontos fixos,

(x*,y*, 2%) = (£/b(r — 1), £/b(r — 1),7 — 1):

T —0 o 0 T
yl =1|r—2" -1 —2*| |y
z y* ¥  —=b

Substituindo os pontos fixos na matriz, vamos resolver o determinante,

—0— A o 0

det r—1 —1-A —(£+/b(r —1))| =0,
+/b(r —1) £/b(r —1) —b— A\
obtemos o polindmio A* + A*(oc + b + 1) + Ab(o + r) + 20b(r — 1) = 0. Os pontos
fixos (z*,y*, 2*) = (£/b(r — 1), £+/b(r — 1), — 1) serdo estaveis. No entanto, essa
estabilidade é altera quando ocorre uma bifurcacédo do tipo Hopf, onde o sistema
passa a apresentar autovalores imaginarios, (STROGATZ, 1994; MONTEIRO, 2011).
Se considerarmos que A = iw e substituirmos no polinbmio dos autovalores, teremos
que

(iw)? + (iw)*(o + b+ 1) + (iw)b(o + 1) + 20b(r —1) = 0 (2.15)
—iw® —w*(o + b+ 1) + (iw)b(o + 1) + 20b(r —1) = 0.

Ao separarmos a parte real da imaginaria da Eq. (2.15), obtemos

w?(o +b+1) = 20b(r — 1) (2.16a)
w® = wb(o + 7). (2.16Dh)

Da Eq. (2.16b), temos duas possiveis solugdes, w = 0 ou w? = b(c + r). Usando a
segunda solugéo e aplicando na Eq. (2.16a), resolvemos para r,

- M (2.17)

H c—b—-1
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onde o subescrito H faz referéncia a bifurcacao Hopf. Assumindo que o — b — 1 > 0,
entao, podemos definir r como parametro positivo. Se o e b sdo positivos, » assumira
valores entre 1 e ry garantindo a estabilidade (STROGATZ, 1994). Quando r = ry, 0S
autovalores serdo imaginarios, consequentemente, ocorrera uma bifurcacao do tipo
Hopf. Porém, se r > ry 0 sistema de Lorenz pode apresentar comportamento caético
ou periddico.

Utilizando o método de integracdo numérica Runge-Kutta de 4° ordem, nds
solucionamos as Eq. (2.13) com os paréametros ajustados para o = 10, b = 8/3, r = 25
(> ryg ~ 24.7368) e condi¢des iniciais aleatérias. A Fig. (10) nos mostra as séries
temporais das variaveis z, y e z, respectivamente, evoluindo irregularmente. A Fig.
(11) nos mostra os retratos de fase com par de varidveis do sistema, z x z, y x z e
z x y. Esses resultados demonstram que o sistema de Lorenz satisfez as condi¢oes,
apresentadas na secao (2.2), para que um sistema apresente caos em sua dinamica.

Figura 10 — Série temporal das variaveis do sistema de Lorenz.

Fonte: Autor
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Figura 11 — Retrato de fase das variaveis: (a) z x z, (b) y x x e (C) z x .

Fonte: Autor

Nos variamos o valor do parametro r para » = 100.75 e mantivemos b = 8.00/3.00
e o = 10.00. Caculamos novamente as Eq. (2.13) e econtramos uma solucao peridédica.
A séries temporais apresentadas na Fig. (12), nos mostra as variaveis z, y e z evoluindo
periodicamente. O espaco de estado, apresentado na Fig. (13), possui um atrator
periddico. Portanto, o regime de evolugéo do sistema depende do ajuste do parametro

r.

Figura 12 — Série temporal das variaveis z, y e z do sistema de Lorenz, com ¢ = 10.00,
b =8.00/3.00 e r = 100.75.

Fonte: Autor
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Figura 13 — Espago de estado do sistema de Lorenz em regime periddico, com r =
100.75.

Fonte: Autor

No proximo capitulo iremos abordar a respeito do fenémeno da sincronizacéao
entre osciladores caodticos acoplados e alguns tipos de sincronizacao que podemos
observar a partir desses acoplamentos, seja com osciladores de um mesmo sistema
ou de sistemas diferentes.
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3 SINCRONIZACAO DE SISTEMAS CAOTICOS

A observacgao e descricdo de fendmenos da sincronizacdo tem registro historico
desde século XVII, com os estudos do fisico Christiaan Huygens. Provavelmente um dos
primeiros a notar o fendémeno, ele observou que dois reldgios de péndulo, suspensos
pelo mesmo suporte, tendiam a sincronizar movendo-se em dire¢cdes opostas, devido a
uma pequena interferéncia causada pelo acoplamento discreto via suporte (PIKOVSKY;
ROSENBLUM; KURTHS, 2002; RAMACHANDRAN, 2013). Esse fenédmeno se tornou
objeto de curiosidade e de investigacao para a comunidade cientifica. A partir dai
a sincronizacao passou, também, a ser observada em outros sistemas, como, por
exemplo, entre vagalumes (STROGATZ, 1994) e em outros sistemas biol6gicos, como
o cardiaco e locomotor (KIRBY et al., 1989).

Apesar desses estudos sobre o fenémeno da sincronizagdo em sistemas line-
ares, era contraintuitivo a possibilidade de que dois sistemas nao-lineares, que tém
sensibilidade as condic¢des iniciais (e cuja evolugao temporal diverge exponencialmente,
conforme vimos no Capitulo 2), sincronizassem. No entanto, no trabalho desenvolvido,
na década de 1980, por Fujisaka e Yamada (FUJISAKA; YAMADA, 1983), eles de-
monstraram, teoricamente, a condi¢do para que o fenbmeno da sincronizacao pudesse
ocorrer em sistemas com dinamica caotica. Esse resultado induziu novos estudos na
busca desse fenébmeno e, na década de 1990, Pecora e Carroll (PECORA; CARROLL,
1990; PECORA; CARROLL, 1991), observaram nos sistemas de Lorenz e Réssler, a
sincronizagao entre dois osciladores caoticos idénticos, em configuragao do tipo mestre-
escravo, ou seja, com acoplamento unidirecional. Esses resultados desencadearam,
Nnos anos seguintes, um crescimento exponencial de pesquisas na area, que foram
estendidas, para além da Fisica, para sistemas ecol6gicos, fisiolégicos, meteorologicos,
etc. (PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS, 2002; BAYLY et al., 1993).

A motivagao para estudar sincronizagao de caos, do ponto de vista aplicado ou
fundamental, nas suas diversas formas de sincronizagdo e em diferentes condicdes, é,
por exemplo, aplicagées em comunicagdo, como, inicialmente, proposto por Cuomo e
Oppenheim (CUOMO; OPPENHEIM, 1993), que demonstram a possibilidade de trans-
missdo de mensagens “escondidas"no atrator cadtico. Outras propostas de aplicagéo
seguiram em estudos 6pticos (ROY; THORNBURG, 1994); em sistemas cardiacos
(BELYKH; LANGE; HASLER, 2005), eventos extremos (CAVALCANTE et al., 2013); e
redes neurais (BELYKH; LANGE; HASLER, 2005).

Entendemos por sincronismo de caos o fenémeno pelo qual dois ou mais siste-
mas cadticos, idénticos ou nao, acoplados por uma ou varias variaveis dos sistemas,
leva-os a convergirem para um comportamento comum. Seja quando um dos sistemas
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€ guiado pela dindmica do outro, com acoplamento unidirecional, onde a informacéao
fornecida ao oscilador guiado ocorre direto ou indiretamente. Seja quando existe in-
fluéncia muatua, devido a um acoplamento bidirecional, onde ambos os osciladores nao
evoluem livremente, mas sao forcados e entram em estado de equilibrio. A qualidade
da sincronizagao estéa relacionada com o nivel de acoplamento entre os osciladores
(PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS, 2002; BOCCALETTI et al., 2002).

Existe uma grande diversidade nas formas de sincronismo. Neste capitulo,
iremos conhecer algumas delas, das quais podemos destacar: 1) Sincronizacao Com-
pleta, fase e amplitude sobrepostas; 2) Sincronizacao com Atraso, mesma amplitude,
mas um sistema estara atrasado no tempo em relagao ao outro; 3) Sincronizacao
Antecipada, também com a mesma amplitude, mas a fase de um estara adiantada
no tempo em relagdo ao outro; 4) Sincronizacao de Fase, as fases sincronizam com
amplitudes diferentes; e 5) Sincronizacao Generalizada, geralmente, é observada
em osciladores nao idénticos acoplados, que possuam uma relagao funcional entre os
estados de cada um (BOCCALETTI et al., 2002). Dessa identificagcao de fenbmenos
de sincronizacgao foi possivel devido aos diversos estudos, tedricos e experimentais,
em sistemas reais e modelados, como lasers (ROY; THORNBURG, 1994), circuitos
eletrdnicos nao-lineares (LORENZ, 1963; ROSSLER, 1976; KENNEDY, 1993) etc. A
seqguir, iremos usar dois osciladores caodticos acoplados para ilustrar cada uma das
cincos formas de sincronizacéao citadas, para os quais usamos duas configura¢des de
acoplamento, unidirecional e bidirecional.

Para todos os casos aqui tratados, foram realizados simulagdes numéricas com
o mesmo método de resolucao, qual seja, Runge-Kutta de 42 ordem.

3.1 SINCRONIZAGCAO COMPLETA

Sincronizacdo Completa ocorre quando dois ou mais sistemas nao-lineares
idénticos, conectados por intermédio de um acoplamento unidirecional ou bidirecional,
apresentam solucdes cujas as trajetérias de ambos tornam-se idénticas e permanecem
iguais no decorrer do tempo. Essa sincronizagcédo pode ser observada nas diferentes
variaveis de estado. Cada par de coordenadas dos dois osciladores quando observa-
das em um plano cartesiano (onde cada eixo é composto por uma variavel de cada
oscilador) apresentam uma curva caracteristica, uma reta na diagonal. Também pode
ser observada na sobreposi¢éo das curvas dessas variaveis ao longo do tempo (séries
temporais). Para demonstrar esse comportamento, considere dois osciladores descritos
pelas equagdes abaixo:
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onde (1, s, ...,x,)" € (Y1, 92, .-, yn)! SA0 as matrizes transpostas de R; e R, , respecti-
vamente. Definimos F como campo vetorial que descreve o fluxo do sistemae S é a
funcdo adicionada na Eq. (3.1b), que corresponde ao sinal proveniente do oscilador
R;. As Egs. (3.1) configura o acoplamento unidirecional, que chamaremos aqui de
diretor-receptor.

Vamos analisar aqui, como exemplo, o sistema de Réssler. As equacgdes diferen-
ciais de primeira ordem que governam a dindmica desse sistema sao:

Oscilador diretor R;:

ZL:1 = —T9 — T3 (32&)
Zlfz = x1 +axs (32b)
¥s = b+ ws(xy — ), (3.2¢)

Oscilador receptor R:

i = —y2—ys+alr—u) (3.3a)
Y2 = th+ays (3.3b)
ys = b+ys(y —o), (3.3¢)

onde a, b e ¢ sS40 0s parametros comuns aos osciladores, para os quais 0s seguintes
valores (0.15,0.20,10.00) sdo usados para (a, b, c), respectivamente. Na Eq. (3.3a),
¢, € o parametro do nivel de acoplamento e para valores 0.0 < ¢; < 0.2 n&o ocorre
sincronizacgao. Isso significa que o nivel de acoplamento ndo é suficiente para que
ocorra uma sincronizacao entre os osciladores diretor e receptor. Porém, se ¢; assume
valores a partir de 0.2, obtemos uma sincronizag&o. Esses valores foram calculados
numericamente, com 0.2 sendo o valor minimo necessario para que os osciladores
sigam a mesma trajetoria. Dessa forma, estamos realizando um acoplamento aditivo
unidirecional, isso significa que, ao invés de substituirmos a variavel de um oscilador
por outra do segundo oscilador, estamos adicionando uma fungao que consiste numa
diferenca entre as variaveis, das Eq. (3.2a) e Eq. (3.3a).

Resolvemos numericamente as Eq. (3.2) e Eq. (3.3) sem e com acoplamento,
particularmente, com ¢; = 0 e ¢; = 1.0. Importante frisar que o sistema foi simulado
com condi¢des iniciais diferentes. Como os parametros sao iguais para ambos 0s
osciladores, se o0 estado inicial também fosse igual iriamos obter 0 mesmo resultado.
Logo, mesmo sem acoplar, os osciladores estariam com solugdes exatamente iguais.
Porém, em sistemas reais isso ndo acontece devido a ruidos e/ou ligeira diferenga nos
parametros.

Apresentamos os resultados das simulacdes: a série temporal, das variaveis z, e

Y2, apresentada na Fig. (14a) nos mostra 0 caso em que os osciladores estdo evoluindo
independentemente um do outro. Em outras palavras, estdo desacoplados. Outra
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informacao importante que este resultado confirma é o comportamento da solucao
mediante a diferenca nas condi¢des iniciais (abordamos a respeito dessa questao
no Capitulo 2). Se em nossas simulagdes essas condicdes fossem iguais, iriamos
observar uma sincronizacao das trajetérias nas Fig. (14). Ao olharmos para o grafico
das variaveis equivalentes, z; € y,, OuU seja, retrato de fase apresentado na Fig. (14b),
notaremos o comportamento dindmico onde nao ha sincronizagao.

Figura 14 — Sistema de Réssler: dois osciladores desacoplados e evoluindo livremente,
com ¢; = 0. (a) Série temporal do oscilador diretor, linha preta, e receptor,
linha vermelha; (b) Retrato de fase das variaveis i, x .

Fonte: Autor

Em contrapartida aos resultados com ¢; = 0, quando ¢; assume valor igual a
1.0, o oscilador receptor (R,) recebe a informagéo na Eq. (3.3a) do oscilador diretor
(R;). Apresentamos, entao, as trajetérias das variaveis - e y,, na série temporal da Fig.
(15a), perfeitamente sobrepostas, ou seja, estdo sincronizadas em fase e amplitude. O
oscilador receptor esta sendo guiado pelo diretor. Na Fig. (15b) observamos o retrato de
fase, x5 X 12, 0 qual nota-se a formacao de uma reta na diagonal. Esse comportamento
€ caracteristico da Sincronizagdo Completa.

Note a riqueza desse resultado dinamico, o oscilador R,, que possui a sua
propria trajetoria seguindo um caminho completamente diferente do outro oscilador,
R,, conforme vimos na Fig. (14), passa, ao receber a informagéo de R; por intermédio
de x1, a seguir esse oscilador e retorna a ficar independente quando o acoplamento é
zerado.

Esse tipo de sincronizagdo completa pode ser reproduzido com outros sistemas
e também com outras configuracdes de acoplamento. Por exemplo, ao invés de realizar
0 acoplamento aditivo unidirecional, pode-se usar acoplamento por substituicdo, onde
uma variavel escolhida do oscilador R, € substituida pela variavel equivalente de R;.
Nesse caso, teriamos um acoplamento por substituicdo ou direto. Em configuracdo de
acoplamento aditivo bidirecional, em que, o0 mesmo termo aditivo que aparece na Eq.
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Figura 15 — Sincronizacdo completa entre dois osciladores de Réssler com ¢; = 1.0: (a)
Série temporal do oscilador diretor, linha preta, e receptor, linha vermelha;
(b) Retrato de fase das varidveis x5 x y,. A reta na diagonal ratifica a
sincronizacao observada em (a).

Fonte: Autor

(3.3a), também apareceria em (3.2a), mas com diferenga na posicao das variaveis, ou
seja, ¢1(y1 — z1).

3.2 SINCRONIZAGAO DE FASE

A Sincronizagao de Fase em sistemas cadticos foi observada por Rosenblum
et al (ROSENBLUM; PIKOVSKY; KURTHS, 1996). Sua definicdo € baseada no conceito
de sincronizacao de fase em osciladores periddicos, que consiste no travamento de
fases dos osciladores acoplados. Matematicamente definido pelo médulo da diferenca
entre as fases de dois osciladores, |n¢; — me-| = constante, onde n e m s&o nimeros
inteiros e ¢; € ¢, as fases dos osciladores 1 e 2. Posteriormente, a sincronizacao de
fase foi demonstrado experimentalmente por Parlitz et al (PARLITZ et al., 1996). Assim,
para obtermos esse tipo de sincronismo com osciladores cabdticos, necessario que a
diferenca entre as fases dos osciladores sejam limitadas por uma constante, ou seja,
Ing1 — maos| < constante. Outra caracteristica importante, dessa forma de sincronismo,
€ que as amplitudes nao sao iguais.

O problema da sincronizagédo de fase esta em calcular a fase de um atrator
cadtico. No caso de osciladores periédicos as fases sao facilmente calculadas. No
caso dos osciladores cadticos, eles ndo possuem uma definicao precisa para a sua
fase (PIKOVSKY et al., 2003). No entanto, em osciladores cadticos do tipo de Réssler,
que espiralam entorno de um ponto fixo, fica relativamente mais facil de definir uma
fase. De acordo com Rosenblum et al (ROSENBLUM; PIKOVSKY; KURTHS, 1997),
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podemos calcular a fase e a amplitude do atrator de Rdssler através das relagdes:

¢ = arctan(y/z) e A= (2 +y?)/? (3.4)

Nos casos mais complexos, existem alguns métodos que permitem calcular a
fase de um atrator caédtico. Por exemplo, pode se construir um mapa de Poincaré e em
seguida definir uma fase para cada parte da trajetoria entre duas secdoes transversais
com a superficie, como uma fungao linear do tempo. Dessa forma, a fase ganha 27 a
cada retorno a superficie da seg¢ao (PIKOVSKY et al., 2003):

b(t) = zwtt_—t“ Fomn, t, <t <ty (3.5)
n+1l = n
onde t, € o tempo do n-ésimo cruzamento da superficie secante. Note, no entanto,
que essa definicdo € ambigua e ela depende da escolha da superficie de Poincaré.
Consequentemente, reflete na definicao da fase.

Para demonstrar a Sincronizagdo de Fase, construimos um acoplamento adi-
tivo bidirecional entre dois osciladores nao-lineares de Rdssler. Iremos adicionar, na
equacao de ambos os osciladores, uma funcao dada pela diferenga entre as variaveis
equivalentes, multiplicada por um parametro de acoplamento. Esse tipo de configu-
racao de acoplamento permite que haja uma influéncia mutua entre os osciladores,
diferentemente do caso unidirecional, onde apenas um oscilador € influenciado pela
dindmica do outro:

Oscilador R;:
¥ = —wixe —x3+c(yr —x1) (3.6a)
Ty = wiT1 + axs (3.6b)
T3 = b+axs(w — o), (3.6¢)
Oscilador Rs:
Y1 = —ways — Yz +ci(r —y1) (3.7a)
Yo = wolr +ays (3.7b)
Ys = b+uys(yr — o), (3.7¢)

onde a, b e c s&0 0s parametros do sistema e assumem 0s mesmos valores da se¢ao
anterior (3.1), ou seja, (0.15,0.20,10.00). O parametro de acoplamento, ¢;, com valor
igual a 0.04; w; = 0.95 e wy, = 0.96 sao as frequéncias internas de cada oscilador.

Simulando numericamente as Eq. (3.6) e Eq. (3.7) obtivemos o resultado da

sincronizacao de fase. Como podemos observar na série temporal da Fig. (16a), as
fases dos osciladores R; (linha preta) e R, (linha vermelha), das variaveis z; e
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estdo sincronizadas em fase, mas ndo em amplitude. Logo, [n¢; — mes| < constante.
Se além da amplitude, a fase também estiver dessincronizada, consequentemente,
os osciladores ndo estaréo sincronizados. Nesse caso, ¢; — ¢, cresce com o tempo.
Podemos observar esse comportamento quando o nivel de acoplamento, ¢;, tende a
zero, conforme esta apresentado na Fig. (16b), onde ¢; assume um valor igual a 0.001.

Figura 16 — Sincronizacao de Fase entre dois osciladores de Rdssler: Série temporal
dos osciladores R;, linha preta, e R,, linha vermelha, com (a) ¢; = 0.04,
sincronizados; e (b) ¢; = 0.001, dessincronizados.

Fonte: Autor

3.3 SINCRONIZACAO COM ATRASO

Sincronizagdo com Atraso ocorre quando existe uma diferenga temporal de um
oscilador em relagdo ao outro. Por exemplo, B;(t + 7) = A;(t), onde T representa o
atraso temporal na resposta do oscilador B. Esse tipo de sincronismo foi conceituado por
Rosenblum et al (ROSENBLUM; PIKOVSKY; KURTHS, 1997), quando demonstraram
que com o aumento do nivel de acoplamento entre dois osciladores caoticos acoplados
e sincronizados em fase, ocorre uma transicao para um novo estado de sincronismo
em que os osciladores passam a ter uma relagao entre suas amplitudes. No entanto,
um deles estara atrasado no tempo em relacdo ao outro. Entdo, esse novo estado
de sincronismo foi nomeado de Sincronizacdo com Atraso. Para caracterizar esse
sincronismo, defini-se uma fungédo chamada de Funcao de Similaridade, que determina
uma diferenca média do tempo entre as variaveis dos dois osciladores acoplados. A
Funcéao Similaridade é expressa como:

([za(t + 1) — 21 (1)])
(23 (1)) (w3(t))]"/?

S? = (3.8)

Essa Fungao de Similaridade calcula o valor minimo consideravel para que
ocorra a sincronizagao com atraso. Se o valor minimo de S(r) for zero, para 7 = 0,
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ou seja, y1(t) = x4 (t) isso significa que os osciladores estao completamente sincroni-
zados. Porém, se S(7) obtiver um valor minimo para 7 # 0, entdo, observaremos um
sincronismo com atraso entre os dois osciladores acoplados.

Para demonstrar a sincronizagao com atraso, consideramos 0 mesmo esquema
das Eq. (3.6) e Eq. (3.7) da secéo anterior (3.2) e 0s mesmos valores dos parametros,
exceto ¢;, que assumira o valor igual a 0.17 e o atraso temporal, 7, igual a 0.24, ou
seja, y1(t + 0.24). Apresentamos as solu¢des das simula¢gdes numeéricas nas Fig. (17).
Note que, na série temporal, as trajetdrias de z; (linha preta) e y; (linha vermelha) dos
osciladores convergem para um estado comum, porém com R, atrasado no tempo em
relacao a Ry, Fig. (17a). Como os osciladores possuem a mesma amplitude, o retrato
de fase das variaveis y; x x; apresenta uma reta na diagonal, Fig. (17b).

Figura 17 — Sincronizagdo com Atraso entre dois osciladores de Réssler, com ¢; = 0.17
e 7 = 0.24: (a) Série temporal das variaveis 1, linha preta, e y,, linha
vermelha; (b) Retrato de fase das variaveis x; x y;.

Fonte: Autor

3.4 SINCRONIZAGCAO ANTECIPADA

Esse tipo de sincronizagéo, bastante contraintuitiva, foi relatada primeiramente
por Voss (VOSS, 2000), usando a configuracao de acoplamento aditivo unidirecional
com dois osciladores ndo-lineares de Rdssler. Voss fez uma pequena mudanga no
termo linear utilizado para adicionar a informagéao do oscilador diretor no oscilador
receptor. Lembrando que esse termo linear consiste na diferenca entre a variavel de
cada oscilador, porém, para este caso, a variavel do receptor, no termo, possui um
atraso temporal, ou seja, ¢;(z; — y1,). Dessa forma, possibilita que o receptor antecipe
a influéncia da dindmica do oscilador diretor sobre ele.

Vamos demonstrar o sincronismo antecipado utilizando a mesma configuragéo
de acoplamento usado por Voss (VOSS, 2000), ou seja, aditiva unidirecional. Tomamos
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dois osciladores do sistema de Rdssler e as equagdes que descrevam o acoplamento
em andlise:

Oscilador diretor R;:

Jfl = —T2 — I3 (39&)
.1,:2 = x1+axs (39b)
ZL:3 = b-f—[[‘g(l’l - C) (39C)

Oscilador receptor R:

Y1 = —y2—ys+alz— ) (3.10a)
Yo = th+ays (3.10b)
Ys = b+uys(yr — o), (3.10¢)

onde a, b € ¢ S&0 0s parametros dos osciladores e os seus valores sd0 0s mesmos
que usamos na sec¢ao (3.2). Seja y1» = y1(t — 7),7 > 0, que descreva a diferenca no
tempo entre os osciladores diretor (R;) e receptor (R;), 7 assume um valor igual a 0.4
e ¢; = 1.0. Entdo, calculamos numericamente as Eq. (3.9) e Eq. (3.10). Os resultados
estdo na Fig. (18), onde vemos claramente, na série temporal de z; (linha preta) e v,
(linha vermelha), que o oscilador receptor antecipa o estado dinamico do oscilador
diretor. Isso significa que o R, em um determinado tempo é igual ao R; em um tempo
futuro, ou seja y;(t) = z1(t — 7). O retrato de fase das variaveos y;. x x; apresentado
na Fig. (18b) ratifica a sincronizacdo com a reta na diagonal.

Figura 18 — Sincronizagdo Antecipada com dois osciladores de Rdssler,com¢; = 1.0 e
T = 0.4: (a) Série temporal das variaveis x4, linha preta, e y1, linha vermelha;
(b) Retrato de fase das variaveis y; x x1, confirmando a convergéncia dos
osciladores diretor e receptor.

Fonte: Autor

Uma possivel aplicagéo para esse tipo de sincronismo, como sugeridas por Voss
(VOSS, 2000), seria em sistemas neurais. Em 2003, Cizak et al (CISZAK et al., 2003)
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simularam dois neurdnios acoplados unidirecionalmente, do tipo FitzHugh-Nagumo, e
observaram que um neur6nio antecipou a dinamica do outro.

3.5 SINCRONIZACAO GENERALIZADA

Diferentemente da Sincronizagao Completa, que tem sido estudada como
forma de sincronizacao tipica de osciladores acoplados de um mesmo sistema, mas
com dinamicas distintas, a Sincronizacao Generalizada (SG) esta mais associada ao
acoplamento realizado entre osciladores de sistemas diferentes. Embora, conforme
Gonzalez-Miranda (GONZALEZ—MIRANDA, 2002), essa diferenca de sistemas nao
seja uma condicdo necessaria para que seja observada a SG. De acordo com Rul-
kov et al (RULKOV et al., 1995), a SG ocorre quando existe uma relagao funcional
entre os estados de ambos os osciladores. Essa relagcao pode ser medida pelo mé-
todo mutual false nearest neighbors (AGRAWAL, 2012). Ela permite que a trajetéria
do oscilador receptor possa ser definida a partir da trajetéria do oscilador diretor. Se
essa relagdo funcional for bastante rica, o grafico das variaveis correspondentes dos
osciladores pode nao ser uma reta na diagonal, caracteristica de uma sincronizacao
completa, mas uma complexa figura geométrica (RULKOV et al., 1995; KOCAREYV;
PARLITZ, 1996).

Para demonstrarmos esse tipo de sincronizagéo, consideramos um acoplamento
por substituicdo (ou acoplamento direto) entre dois osciladores cadticos de sistemas
distintos, um de Lorenz e outro de Réssler. Tornaremos o oscilador Réssler como
oscilador diretor e o oscilador Lorenz como o oscilador receptor. Por substituicdo, que-
remos dizer que as variaveis escolhidas do oscilador receptor serdo substituidas pelas
variaveis do oscilador diretor. Vamos escrever as equag¢oes de ambos os osciladores,

Oscilador diretor:

.1,:1 = —T9 — T3 (311&)

ZL:Q = 1+ als (311b)

¥s = b+ w3(x —c) (3.11c)
Oscilador receptor:

Y1 = o(ya—wu) (3.12a)

Yo = pH— Y3 — Y2 (3.12b)

Ys = py2 — Pys, (3.12¢)

onde (a,b,c) e (o, p, ) s@o os parametros dos osciladores diretor e receptor, respecti-
vamente. Para o diretor, os parametros assumem os valores (0.45,2.00,4.00), e para o
receptor (10.00, 28.00, 2.66). Seja 1 uma fungéo escalar arbitraria, que pode ser igual a
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y1, variavel do oscilador receptor, ou igual a soma das variaveis do oscilador diretor.
Nessa demonstragéo de Sincroniza¢do Generalizada, iremos considerar 0s dois casos
de p. Com nossos calculos numéricos das Eq. (3.11) e Eq. (3.12), obtivemos as solucdes
apresentados nas Fig. (19). Observe que na Fig. (19a) do retrado de fase das variaveis
x1 X y1, NA0 consta qualquer comportamento que indique alguma correlagéo, mas pelo
contratrio, os osciladores diretor e receptor estdo descorrelacionados. Esse resultado
significa que i = y;, ou seja, assume a variavel oriunda do receptor, no entanto, ndo
sincronizam. Porém, no caso onde u € igual a soma das variaveis do oscilador diretor,
ou seja, u = x1 + xo + 3, obtemos uma solucéo das Eq. (3.11) e Eqg. (3.12) em que
o retrato de fase x; x y; apresenta uma complexa figura geométrica. De acordo com
Rulkov et al (RULKQV et al., 1995), essa complexa figura confirma a Sincronizagao
Generalizada.

Figura 19 — Sincronizacao Generalizada entre um oscilador de Réssler e um de Lorenz,
acoplados por substituicdo: Retrato de fase y; x z; (a) com u = y;, 0S
osciladores estdo descorrelacionados; e (b) u = 1 + x5 + 3, 0S osciladores
estéo relacionados, configurando Sincronizacao Generalizada.

Fonte: Autor

No proximo capitulo, iremos apresentar o sistema n&o-linear escolhido como
plataforma de estudo para este trabalho. Vamos explorar a sua dinamica e realizar
acoplamentos entre dois osciladores dessa sistema.
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4 SISTEMA GAUTHIER-BIENFANG

Eventos em sistemas complexos sao de dificil modelizagéo e previsibilidade.
A necessidade de desenvolver modelos e realizar previsdes no intuito, por exemplo,
de identificar o nivel de ocorréncia e de magnitude desses eventos, motivou a buscar
técnicas de andlise e sistemas possiveis de (re)produzir em laboratério. O uso de
sistemas caodticos eletronicos (KENNEDY, 1993) e lasers (AGRAWAL, 2012), por
exemplo, serve entdo como plataforma para o estudo de certos sistemas complexos
naturais ou artificiais.

Sistemas com dindmica cadtica podem ser implementados a partir de sistemas
eletrdnicos. Por exemplo, os sistemas de Lorenz (LORENZ, 1963) e Réssler (ROSS-
LER, 1976) tém sido usados em laboratérios de pesquisa, com um numero bastante
expressivos de resultados ja publicados na literatura. Um dos sistemas eletronicos
nao-lineares mais simples, porém, bem estudado é o Circuito de Chua, que foi apre-
sentado em 1983, por Leo Ong Chua (CHUA, 1992; KENNEDY, 1993). A sua principal
caracteristica é a presenca de trés elementos armazenadores de energia e um resistor
nao-linear, ou resistor negativo, com trés regides lineares de operacao de sua corrente.
Nesse sistema, a linearidade por partes é responsavel pelo comportamento caético do
circuito. Ha outros sistemas eletrénicos nao-lineares que também s&o muito citados
na literatura, como, por exemplo, o oscilador de Van der pol (POL; MARK, 1927). De
forma geral a montagem desses sistemas é de relativo baixo custo e apresentam uma
variedade rica de comportamentos dindmicos com bifurcagéo e caos.

Destacamos aqui um sistema eletrénico ndo-linear, que optamos por trabalhar:
o sistema Gauthier-Bienfang (G-B) (GAUTHIER; BIENFANG, 1996). Ele é um oscilador
do tipo Chua modificado, de facil implementa¢cdo numérica e montagem expertimental,
ja tendo sido usado por pesquisadores do grupo. A seguir, iremos descrevé-lo, caracte-
rizando sua dindmica e utilizando-o para acoplamento entre osciladores equivalentes.
Inicialmente verificando resultados anteriores de Cavalcante et al (CAVALCANTE et
al., 2013), como forma de ‘certificar’ o bom funcionamento de nossas simulacées e
montagens experimentais. Apds esses resultados preliminares, usamos esses sistemas
eletrénicos ndo-lineares em novas experiéncias, originais, que sdo o principal objeto
dessa Dissertagéo.

4.1 DESCRICAO E CARACTERIZAGCAO DO SISTEMA G-B

O sistema eletrénico nao-linear proposto por Gauthier-Bienfang (GAUTHIER;
BIENFANG, 1996) esta representado no esquema da Fig. (20). Com esse sistema foi
possivel definir critérios da sincronizagao de alta qualidade, discutindo as limitagdes



Capitulo 4. Sistema Gauthier-Bienfang 33

do uso do critério, entao, estabelecido na literatura, onde os expoentes tranversos de
Lyapunov definiam a condi¢c&o de sincronizacao. Foi mostrado que esse critério falha
em certas circunstancias quando sé&o observados eventos de dessincronizagdo, mesmo
com o critério de expoentes tranversos de Lyapunov sendo atendido. Esses autores
propuseram um método para se observar a sincronizacao de alta qualidade.

Figura 20 — Diagrama esquematico do circuito Gauthier-Bienfang.

Fonte: Autor

No Sistema G-B, conforme o esquema da Fig. (20), V; e V; representam as
tensdes entre os terminais dos capacitores, I € a corrente que flui no indutor e a
area selecionada contém o elemento com comportamento de Resistor negativo (—R;).
O sistema consiste de dois capacitores, C; e Cs, de 10nF; um indutor, L, de 56mH,;
um resistor, R3, de 1002 em série com o indutor; um dispositivo ndo-linear passivo,
composto por dois diodos na configuracao back-to-back e um resistor, Ry, de 8, 06k2;
e um resistor negativo (—R).

Nas préximas subsec¢des, iremos deduzir as equacdes que governam a evolucao
temporal do sistema G-B (subsec¢do (4.1.1)); descrever resistor negativo (subsecéo
(4.1.2)); dispositivo ndo-linear (subsegéo (4.1.3)); analisar o comportamento dinamico
desse sistema (subsecédo (4.1.4)); e determinar os pontos fixos e sua estabilidade
(subsecao (4.1.5)).

4.1.1 EQUAGOES DIFERENCIAIS CARACTERISTICAS DO SISTEMA

Aplicando as leis de Kirchhoff (lei das malhas e dos nds) no sistema G-B,
representado na Fig. (20), obtemos as seguintes equacdes diferenciais:

Lei dos Nos

]1— cl_g[‘/l_‘/Q] =0 (41&)
gVi = Vo] =T — I, =0, (4.1b)
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onde I, e I, s&o as correntes que fluem nos capacitores C; e (s, respectivamente.
Lembrando que os valores dos capacitores sao iguais, aqui atribuimos uma identificagéo
apenas para descrever as equacodes do sistema.

Lei das malhas: na malha que o indutor esta presente, obtemos,

onde V7, € a tensdo sobre o indutor. Podemos, entéo, reescrever as Eq. (4.1) e Eq. (4.2)
da seguinte forma,

]1 =l + g[Vl - ‘/2] (43&)
gVi—=Vo] =1 =12 =0 (4.3b)
V=V — 1IR3 (4.3¢)

Definimos as correntes que fluem nos capacitores e a tensédo sobre o indutor
nas suas formas derivativas,

L = Rﬁl (4.42)
L — c% (4.4b)
Lo = C% (4.4¢)
- % (4.4d)

onde C' = (' = (5. Utilizando as Eq. (4.4) podemos reescrever as Eq. (4.3) de forma a
obter as derivadas das tensdes e da corrente que flui no indutor:

dVi L glVi = VA

s Iare I (450)
dV;

— = g-vl -1 (4.5b)
il Vi IR

Para simplificacao e para os caculos numéricos, normalizamos as correntes, 0s
resistores nas Eq. (4.5) e definimos uma escala temporal. Para isso, iremos utilizar os
seguintes parametros: V; = I;R (tensédo de limiar dos diodos), R = \/L/_C e.=VLC,
respectivamente. Cujos valores sdo: V; = 0.58V, R =2 2345%), I; ~ 0.25mA e 1 = 23.6s.
Aplicando os paréametros de normalizagdo a cada variavel correspondente, obtemos,
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Vi Va
Vi, = —; V=2
1j ‘/d’ 27 ‘/d’
I 1 / g[VI_VZ]
L = % fj:j—d; g[Vlj—Vw]ZI—d;
/ R / Ry / Rs
R, = El; RQZE; R3:E+Rdc;
T = t/VLC,

onde R,. = 0.15 € o valor normalizado da resisténcia dc caracteristica do indutor. Assim,
os resistores normalizados assumem os valores adimensionais, R, = 1.3e R, = 3.44 e
R, = 0.193. Tomando a derivada em relagéo 7, substituimos dt por drv/LC nas Eq. (4.5),
como também os outros termos normalizados acima. Assim, chegamos nas equacoes
diferenciais normalizadas,

dVi; Vo
= Vij =7 —g[Vi; — Vil (4.6a)
dr TR, ! !
d:] = Vo =g[Vi; = Vo5l = I (4.6b)
dl; . /
d_T] = I; = Vo — I;Ry, (4.6¢)
: %4 v LoV 4 . ~
onde g [V] = — + L.(exp®” —exp ") & o termo de ganho, responsavel pela néo-

Ry
linearidade do sistema, com V' =V}, — V4;. Voltaremos para esta equagéo na proxima

subsecdo. Portanto, a evolugcao da dindmica do sistema G-B esta descrito pelas Eq.
(4.6) adimensionais e os resultados numéricos, que serao apresentados adiante, foram
obtidos usando os parametros com os valores adimensionais, acima descritos.

4.1.2 RESISTOR NEGATIVO

Em contraste com o resistor positivo usual, que dissipa energia consumindo a
corrente, o resistor negativo amplifica o sinal que por ele passa. Resistores negativos
dividem-se em dois tipos: 1) tipo S, significa que enquanto a corrente aumenta, a tenséo
diminui e o grafico |-V (corrente-tensdo) tem uma aparéncia de S; e 2) tipo N, o inverso
do tipo S, ou seja, enquanto a tensao aumenta, a corrente diminui e o grafico |-V tem
uma aparéncia de N (HOROWITZ; HILL, 2015; UHLE, 1988; GABILISCO, 2001).

O resistor negativo consiste basicamente de um sistema eletrénico chamado de
Conversor de Impedancia Negativa (CIN) (HOROWITZ; HILL, 2015). O CIN possibilita
que a impedancia (Z) de entrada seja negativa, além de diminuir a interferéncia de
capacitancias parasitas. O esquema do CIN esta apresentado na Fig. (21).

I[remos demonstrar como a impedancia de entrada tem sua polaridade invertida.
O CIN consiste de um amplificador operacional (op-amp) e trés resistores. Cada
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Figura 21 — Conversor de impedancia negativa, onde Z,, Z, e Z. sdo as impedancias
de cada resistor, respectivamente.

Ra

Fonte: Autor

um desses resistores, possue uma impedancia que descrevemos como Z,, Z, € Z.,
respectivamente. Nos terminais positivo e negativo do amplificador operacional op07 as
tensbes sdo: V,, para entrada néo inversora; e V_, para entrada inversora. As correntes
que fluem nas impedancias séo I,, I, € I.. Por fim, nomeamos uma impedancia de
entrada Z;, (input) e a saida do op-amp, como V,,; (output). Percorrendo a malha do
sistema, podemos definir as correntes,

Ia = T (47&)
V;)ut -V

I, = —— 4.7b

b Z (4.7b)

I. = %, (4.7¢)

onde as correntes I, = I, € I, = I3. As tensdes de entrada e do op-amp sao iguais, ou
seja, Vi, = V. = V_'. Utilizando esses novos termos na Eq. (4.7), podemos reescrever
a impedancia de entrada, Z;, = V;,/I;,, de modo a obtermos que
YA
Zin = — Z (4.8)
Agora que obtivemos a equacao final, Eq. (4.8), vamos calcular o valor da
resisténcia negativa do CIN. Considerando os valores dos os resistores da Fig. (4.2),
com as seguintes impedancias: R, = 2.2kQ2; R, = 1.2k$2; e R. = 1.5k$2. Substituindo
esses valores na Eq. (4.8), obtemos o resultado,

Rnegativo = _27 75 kS (49)

1 uma vez que nao deve haver diferenca de potencial (ddp) entre as tensdes de um op-amp. O contratio
compromete o funcionamento do componente. Na pratica, é€ importante medir as tensdes nesses
terminais, as vezes o sistema pode ndo estar funcionando devido a uma pequena ddp nos terminais
do amplificador operacional.
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Na Fig. (22) apresentamos o comportamento do sinal de entrada e do resistor
negativo. Os resultados indicaram o tipo de resistor, tipo N. Além disso, também nos
mostra que nosso sistema pode ser alimentado com uma fonte elétrica de baixa tenséo.
Nosso resistor negativo, doravante, sera identificado simplesmente por Ry .

Figura 22 — Série temporal do sinal de entrada, V;,,, linha preta, com uma frequéncia
de 1kHz e amplitude 1 V,,,, e o sinal do Resistor Negativo, linha vermelha.
Gréfico |-V com a inclinagao negativa da reta, caracteristica de um resistor
tipo N.

Fonte: Autor

4.1.3 DISPOSITIVO NAO-LINEAR

No sistema G-B, o elemento responsavel por introduzir a ndo-linearidade é
composto, basicamente, de dois diodos, na configuracao back-to-back, e um resistor,
como esta apresentado no esquema da Fig. (23). O comportamento desse circuito é
descrito pela equacédo que apresentamos na subsecéao (3.1.1), ou seja,

Vin
VZ» —
9Vin) s

onde V}, € um sinal de entrada, I, = 22.50 x 107% e « = 11.57 (adimensional).

+ L. (e®Vin — gmVin) (4.10)

Figura 23 — Dispositivo Nao-Linear, composto por dois diodos 1N4148 e um resistor,
R,.

Fonte: Autor
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Calculamos numericamente a Eq. (4.10). Usamos como entrada uma funcao
Asen(wt), onde w = 2x f, f é a frequéncia e t o tempo. Variamos R, para diferentes
valores adimensionais (3.5, 3.0,2.5,2.0,1.5,1.0,0.5) (ja normalizados) para observar o
comportamento do circuito. O resultado, desses calculos, esta apresentado na Fig. (24).
Como podemos ver, conforme o valor de R, tende a zero, a curva caracteristica do
elemento tende a uma reta. Iso significa o cirtuito realiza uma transi¢cdo de um regime
nao-linear para o linear.

Figura 24 — Grafico de ¢[V;,] para diferentes valores de R,, onde V;,, € uma fungéo
seno.

Fonte: Autor

4.1.4 COMPORTAMENTO DO SISTEMA G-B

Vamos analisar o comportamento dindmico do sistema G-B. Para isso, calcu-
lamos numericamente as Eq. (4.6), onde fixamos os valores de alguns parametros
e variamos apenas um deles. Utilizamos os valores apresentados na sec¢ao ante-
rior, que sédo I, = 22.5 x 107%, o = 11.57, Ry = 1.300, R3 = 0.193 e variamos R,
(1.65,2.20,2.70, 3.50), explorando diferentes solu¢cdes para cada um desses valores
adimensionais.

Na Fig. (25) apresentamos os resultados numéricos para as variaveis V; e V5.
Obtivemos diferentes regimes dinamicos que o sistema evolue: (1) periddico, Fig.(25a),
para R, = 1.65; (2) multiperiddico, Fig.(25b), para R, = 2.20; e (3) cadtico, Fig. (25¢)
e (25d), para R, = 2.70 e R, = 3.50, respectivamente. Para os regimes apresentados
nas Fig. (25). Valores de R, > 3.50 o sistema permanece em regime caético, R, < 1.65
permanece periodico até 1.25 e as solugdes numéricas divergem com valores abaixo
de 1.25.
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Figura 25 — Retrato de fase das variaveis V; x V,. (a) Regime periédico, com R, =
1.65; (b) Regime Multiperiédico, com R, = 2.20; (c) e (d) Regime Cadtico,
Ry, = 2.70 e Ry = 3.50, respectivamente. Os demais parametros sdo iguais
em todos os casos, ou seja, R, = 1.300, B3 = 0.193, I, = 225 x 10~ % e
a = 11.57.

Fonte: Autor

Uma outra maneira de explorarmos um sistema dinamico é analisando os seus
pontos fixos. Na proxima subsegéo, vamos analisar os pontos fixos do sistema G-B e
construir um diagrama de bifurcacao que ratifique os resultados apresentamos acima.

4.1.5 PONTOS FIXOS E DIAGRAMA DE BIFURCACAO

Para determinarmos os pontos fixos do sistema G-B, fazemos

Vi=Va=1=0 (4.11)
nas Eq. (4.6) e obtemos
Vi = Rig[Vi — V4] (4.12a)
I=g[Vi— Vi (4.12b)
Vo = Ryl (4.12¢)

A partir das Eq. (4.12) temos que,

Vi— Vo=V =RI— Ryl -V =IR —Ry), (4.13)
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conforme vimos anteriormente g[V] = V/Ry — I, (exp®” — exp~®") e podemos reescrevé-
lo transformando as exponenciais em senh, ou seja, g[V] = V/R2 — 2I,.senh(aV).
Utilizando as Eq. (4.12b) e Eq. (4.13) na nova fungao de ¢[V'], obtemos

[ = I (ng R‘”’) + 21, senh[a(Ry — Rg)I] =

2
B I(Rg—Rl+RQ

) = 2[,senhla(Ry — R3)I] =
Ry

21, Ry
= I=—"7F7"— hla(Ry — R3)I]. 4.14
(52 ) sentla(i = Ra)] (4.14)

Definimos [y = 21, Ry /(R3 — Ry + R2) € a; = a(R; — R3), assim, reescrevemos
a Eq. (4.14), que relaciona a localizacao dos pontos fixos em relagdo ao parametro do
sistema:

I = Iysenh(a ). (4.15)

A partir dessa equacao transcendental, Eq. (4.15), definiremos duas funcdes de
l. Sejam elas f(I) e h(I):

f)y = I/l (4.16a)
h(I) = senh(ajl). (4.16Db)

Resolvemos numericamente as Eq. (4.16) e variamos o parametro R, para 0s
seguintes valores adimensionais: (1.0, 1.5,2.5,4.0). Os resultados estdo apresentados
nas Fig. (26). A reta vermelha corresponde a solugéo de f(I) e a curva preta a solu¢éo
de h(I). Os pontos fixos sdo os pontos em que as duas solugbes se interceptam.
Lembrando que o valor de R, muda o regime de evolucao do sistema. Temos que, com
Ry = 1.0, na Fig. (26a), as solugdes se cruzam uma unica vez, logo, s6 ha um ponto fixo.
Na Fig. (26b) com R, = 1.5, as curvas se tocam trés vezes, assim, temos trés pontos
fixos. Permanece com esta mesma quantidade de pontos fixos, quando aumentamos o
valor desse parametro. Apresentamos os graficos dos casos com R, = 2.5, Fig. (26¢),
e com R, = 4.0, Fig. (26d). Esses resultados indicam que o sistema G-B possui trés
pontos fixos. Outra forma de visualizar este resultado € construindo um diagrama de
bifurcacgao.
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Figura 26 — Grafico das fungdes f(I), reta vermelha, e h(I), curva preta: (a) Ry, = 1.0;
(b) Ry = 1.5; (c) Ry = 2.5; e (d) Ry = 4.0.

Fonte: Autor

Construimos um diagrama de bifurcacéo do tipo forquilha (STROGATZ, 1994).
Para isso, determinamos numericamente as raizes da equacao transcendental, Eq.
(4.15), e variamos o valor de R, entre 0.0 e 4.1. Apresentamos a solucédo nas Fig.
(27a-c), as quais nos mostram claramente que o sistema G-B possui um ponto fixo para
valores de R; < 1.1 e trés pontos fixos para R, > 1.1. Matematicamente, espera-se
que a bifurcagao ocorra quando tomamos a derivada dos dois lados da Eq. (4.15) em
funcdo de I, assim, teremos que

di[ (Iio) = %(senh(aﬂ)) — Ry = (R, — R3)/(21,a; — 1), (4.17)
utilizando os valores dos parametros R; e R3 apresentados na subsecao (4.1.4) e
substituindo na Eq. (4.17), obtemos R, =~ 1.1. Ou seja, o valor de R, onde ocorre a
bifurcagdo de acordo com os resultados apresentados nas Fig. (27d-f), que s&do uma

ampliagdo de um regido selecionada das Fig. (27a-c).
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Figura 27 — Diagrama de Bifurcacao, variando o parametro R,: (a), (b) e (c) entre 0.0 e
4.1; e (d), (e), e (f) entre 1.0 e 1.2, uma ampliacédo da regicao selecionada

de (a), (b) e (c) pela linha vermelha.

Fonte: Autor

Determinado os pontos fixos do sistema, préximo passo é analisar a estabilidade
desses pontos. Essa andlise consiste em linearizar o sistema e calcular os autovalores
da matriz jacobiana em torno do ponto fixo. Consideramos as derivadas das Eq. (4.6)

como

Vij = p(Vag, Vay Ij); Vay = w(Vag, Vay, I); I = m(Vay, Vay, 1), (4.18)

com estas novas defini¢cdes, podemos reescrever as Eq. (4.18) na sua forma matricial
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€ a matriz jacobiana do sistema linearizado. A partir de J podemos determinar os
autovalores do sistema. Para isso, devemos calcular o determinante

Op ) Op p
oVi; A% d1;
det=| S0 0w, Ow ol
- a‘/l_] a‘/Q 81'2j o
om m om _
oV OVs; dl;

resolvendo o determinante, obtemos um polindmio a\?® — bA\%c\ + d, onde a = 1.0,
b= —(1.0/Ry — 26 — R3), ¢ = (=f/R1 + *) + (—Rs/R1 + R3f) + Ry — > + 1 e
d=—(—R38/R;— R3B*)— (1.0/R; — B) — R33*. Sendo 3 = 1.0/ Ry + 21 ,cosh [a(V} — V3)].
Asssim, a solugao do polinémio € dada por

Ay = b*—3ac (4.19a)

Ay = 2b* — 9abc + 27da’ (4.19b)
s/ Ay + /A2 — 4A3

X1 = \*/ Lt 21 0 (4.19¢)
s Al — /A2 — 4A3

X2 = \3/ - 21 0 (4.194)

Assim, obtemos trés autovalores para o sistema G-B:

—1 Ay
Ao = —(b .+ — 4.2
0 = gt Xt ) (4.20a)
-1 Ay
= — — 4.2
Ap o (b+ € + . ) (4.20b)
-1 JA)
= — — 4.2
Ao o (b+ e+ . ), (4.20c)

onde x, = X1 S€ X1 > X2, CAS0 CONtrario y, = a2, €1 = Xo(—1++V-3)/2 € 6 =
Xo [(=14++/=3)/2] > Para determinarmos a estabilidade dos pontos fixos, nos escolhe-
mos trés pontos fixos, V", V5" e I*, localizados: 1) no semieixo positivo, 2) na origem, e
3) no semieixo negativo. Todos os pontos fixos foram escolhidos do diagrama de bifur-
cacao apresentado na Fig. (27). Para cada um dos casos, calculamos os autovalores
em funcao da variacao do parametro R,.

O resultado para o caso calculado no semieixo positivo esta apresentado na Fig.
(28). Note que os pontos fixos no semieixo positivo surgem apenas apoés a bifurcacao,
onde os autovalores, \; € )\, passam de valores negativos para postivos e dominam
a dindmica. Isso significa que ocorre uma mudanga na sua establidade, ou seja, de
estavel (A, A2 < 0) para instavel (A, A2 > 0). No caso da origem, Fig. (29), onde
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ha ponto fixo antes da bifurcacédo, temos que na direcao de )\, a origem é estavel
e permanece na variagao de R,, na direcdo de \; a origem muda sua estabilidade
de instavel para estavel antes da bifurcacdo e depois da bifurcacdo é novamente
alterada para instavel e o inverso ocorre na direcdo de )\, depois da bifurcacao, ou
seja, permanece estavel. Esse comportamento apresentado por meio dos auvalores
caracteriza a origem como ponto fixo do tipo sela, onde em uma determinada diregéo
diverge e por outra converge. No semieixo negativo, Fig. (30), por simétria, a mudanca
de estabilidade ocorre da mesma maneira que no semieixo positivo. Portanto, podemos
entender que para valores de R, antes do ponto de bifurcagao, o sistema G-B ira
apresentar apenas um ponto fixo do tipo sela, onde qualquer perturbacéo faz com
que a trajetoria tenda a zero ou espirale divergindo dele. Aumentando o valor de R,
encontraremos solugcdes onde o sistema tende para érbitas periédicas. Quando R,
atinge o valor da bifurcagéo, ou seja, R, ~ 1.1, ocorre uma bifurcacao do tipo forquilha e
o sistema passa a obter trés pontos fixos, onde dois sdo simétricos. Apds a bifurcacao,
os trés pontos fixos e suas respectivas estabilidades permanecem iguais para qualquer
valor de R.

Figura 28 — Autovalores calculados com ponto fixo localizado no semieixo positivo em
funcéo da variacao do parametro R, entre 0.0 € 4.0: )y, A1, A\, parte (a) real
e (b) imaginaria.

Fonte: Autor
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Figura 29 — Autovalores calculados com ponto fixo localizado na origem em funcéao
da variagdo do parametro R, entre 0.0 e 4.0: )\, A1, Ay parte (a) real e (b)
imaginaria.

Fonte: Autor

Figura 30 — Autovalores calculados com ponto fixo localizado no semieixo negativo em
funcao da variagao do parametro R, entre 0.0 € 4.0: \g, A1, A2 parte (a) real
e (b) imaginaria.

Fonte: Autor

Nesta secdo, n6s exploramos cada parte que compde o sistema G-B, como
também seu comportamento dindmico e a estabilidade do seus pontos fixos. Na
proxima secao, realizaremos um acoplamento entre dois osciladores do sistema G-B e
analisaremos a convergéncia entre eles.

4.2 ACOPLAMENTO ENTRE DOIS OSCILADORES

Descrito o sistema G-B, vamos acoplar dois desses osciladores e analisar a
qualidade do sincronismo. Utilizaremos a configuracao chamada na literatura de mestre-
escravo com acoplamento unidirecional. Doravante, iremos chamar essa configuracao
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de diretor-receptor. Tomamos os valores dos parametros, de ambos osciladores, em
regime caodtico, como foram apresentados na subsecao (4.1.4). Também permitimos 1%
de diferenca entre os parametros de um oscilador em relacdo ao outro. Ressaltamos
que os valores dos parametros utilizados sao adimensionais. Essa diferenca nos
parametros, que ndo compromete o sincronismo, testa a robustez do sincronismo.
Testamos dois tipos de acoplamentos: 1) através da variavel V;; e 2) através da variavel
V5.
A dindmica do acoplamento é governada por equacdes diferenciais do tipo,

X; = F(Xy) (4.21a)
X, = F(X,,h), (4.21b)

onde X, = (Vig, Vaa, 1s) € X, = (Vi,, Var, I,,) s80 as varidveis de estado que corresponde
ao oscilador diretor e receptor, respectivamente. ﬁ()? ) € o fluxo de cada oscilador e

h(t) € um funcdo que consiste na diferenca entre as variaveis correspondentes dos
dois osciladores.

Aplicando as Eq. (4.21) as Eq. (4.6), que descreve os osciladores diretor e
receptor separadamente, obtemos um conjunto de seis equagdes diferenciais que
descreve 0 acoplamento aditivo unidirecional:

Oscilador diretor:

. \%
Vie = R—ld — g[Via — Vadl (4.22a)
) 1d
Voa = g[Via — Vad] — 14 (4.22b)
jd = Véd — ]ngd, (422C)
Oscilador receptor:
: ‘/1r
Vi, = o 9Vir = Voo + Kniey(Via — Vi) (4.23a)
1r
Vap = glVia = Var] = I + Kaoco(Voa — Va) (4.23b)
L = Vi — L Rsy + Ksses(Ia — 1), (4.23¢)

onde ¢y, co, c3 SA0 0S coeficientes de acoplamento e K é a matriz de acoplamento, po-
rém, nés consideramos apenas os termos diagonais [K1, K2, K33], 08 demais termos,
K;; © # j, sao todos nulos. A seguir vamos considerar o acoplamento unidirecional
apenas com uma variavel. Assim, quando o acoplamento for realizado através da
variavel Vi, Koy € K33 serdo igual a zero, o que permite que apenas a informacao de V;
do oscilador diretor seja passada para o receptor. Quando realizarmos o acoplamento
por intermédio da variavel V,, K1; e K33 serdo igual a zero.
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Em nossa analise, iremos considerar a construgao dos graficos entre as variaveis
correspondentes (retrato de fase), conforme vimos na se¢éo (3.1), onde a sincronizagao
completa pode ser identificada como uma reta na diagonal, que ocorre quando 0s
sinais estdao sobrepostos na série temporal, mesma fase e amplitude. Outra forma de
analisarmos a sincronizacao é calculando a medida da diferenca entre as trajetorias
dos osciladores acoplados, medida através de uma grandeza |z, | que definimos como
distancia escalar:

21| = |Vig — Vig| + |Vaqg — Var| + |Is — L. (4.24)

Seguindo essa definicao, consideramos que dois osciladores estejam sincronizados,
quando |z, | = 0. Ou seja, V14 = Vi, Voy = Vi, € 114 = I,.. Esse resultado caracteriza a
sincronizagdo completa, a qual iremos explorar no acoplamento em V;. No entanto, nem
sempre |z, | apresenta o resultado descrito anteriormente, isso quer dizer que ao longo
da evolucao temporal pode apresentar momentos onde, por exemplo, Vi, # Vi,.. Isso
significa que mesmo estando acoplados, pode haver momentos em que irdo desacoplar.
Analisaremos esse caso no acoplamento em V5, adiante.

4.21 ACOPLAMENTO ATRAVES DA VARIAVEL V;

Consideramos o acoplamento com a variavel V;, onde a configuracao utilizada
segue as Eq. (4.22) e Eq. (4.23), com K; = 1.0 e K9 = K33 = 0. Para os parametros
do oscilador diretor, tomamos R;; = 1.300, Ryy = 3.440, R3; = 0.193, e do oscilador
receptor, Ry, = 1.313, Ry, = 3.475, R3, = 0.195 (1% de diferenca em relagao ao diretor).
Lembrando a importancia de utilizarmos osciladores com parametros diferentes, que
possibilita testar a robustez da configuracdo de acoplamento e considerando que, na
pratica, os componentes eletrénicos possuem uma tolerancia em relagédo ao seu valor
nominal. Estabelecemos, entdo, valores fixos para os pardmetros e iremos utilizar
o coeficiente de acoplamento, ¢;, como pardmetro que mudamos para analise de
acoplamento.

Calculamos numericamente as Eq. (4.22) e Eq. (4.23) segundo as condi¢des
acima definidas e variamos o valor de ¢;: (0.00,0.25,0.50,0.80). Na Fig. (31a), onde
c1 = 0.00, os osciladores estao dessincronizados, as fases e amplitudes estdo descorre-
lacionadas, evoluindo livremente. Essa descorrelagéo se reflete no retrato de fase das
variaveis V5, x V54, onde as trajetérias sdo independentes. Quando ¢; assume um valor
igual a 0.25, os osciladores apresentam uma mudanga de comportamento, com clara
tendéncia para o estado de sincronismo. Podemos observar essa tendéncia na série
temporal da Fig. (31b), que em alguns momentos eles dessincronizam e em outros
sincronizam. Consequentemente, o retrato de fase apresenta uma tendéncia a forma-
cao de uma reta na diagonal. Finalmente, com ¢; = 0.50 os osciladores sincronizam



Capitulo 4. Sistema Gauthier-Bienfang 48

perfeitamente, assim como com ¢; = 0.80, conforme esta apresentado nas Fig.(31c-d).

Figura 31 — Sistema G-B, acoplamento aditivo unidirecional entre dois osciladores via
a variavel V;. Séries temporais e retratos de fase das variaveis V5, € V5,:
para (a) ¢; = 0.00; (b) ¢; = 0.24; (€) ¢; = 0.50; (d) ¢; = 0.80.

Fonte: Autor

Também calculamos |z, |, Eq. (4.24), para este caso. As Fig. (32), mostram a
medida de distancia |z, | para os diferentes valores de ¢, utilizados acima, em fungao
do tempo. Devemos ressaltar que os osciladores sincronizam perfeitamente, quando a
medida do |z, | tende a zero. Na Fig. (32a), podemos notar que a amplitude do sinal
€ maxima, ratificando os resultados das Fig. (31a-b) de completa dessincronizacao.
Conforme aumentamos o nivel de acoplamento, os osciladores tendem a sincronizar.
Com ¢; = 0.25, a distancia escalar tem sua amplitude reduzida praticamente pela
metade, Fig. (32b), em comparacdo com o resultado da Fig. (32a), mas eles ainda nao
estdo sincronizados. A Fig.(32c) nos mostra a solugéo de |z, | com valores préximos
de zero, logo, os osciladores atingem o estado de sincronizagédo completa. O mesmo
ocorre quando ¢; = 0.80, Fig. (32d). H4 uma diferenca na escala das séries temporais
das Fig. (32a-d), essa diferenca foi deixada para facilitar a visualizagao dos valores da
distancia escalar, que se aproxima de zero conforme c; cresce.

Podemos estimar a tendéncia da distancia escalar em funcao de ¢,. Calculamos
o0 valores maximos e médios do |z |, para cada valor de ¢, entre 0.0 e 1.0. O valor médio,
|z |-ms, pOde ser encontrado calculando a +/(|z, |?) € 0 maximo, |z |4z, COMO Maior
valor instantaneo do sinal de erro. O resultado apresentado na Fig. (33), nos mostra que
as medidas maximas e médias decai para a zero, conforme o valor de ¢; aumenta. Essa
rapida tendéncia significa uma melhor convergéncia entre os osciladores acoplados.
Como vimos anteriormente, |z, | — 0, ocorre sincroniza¢do. Nos casos em que ocorre
eventos de dessincronizacao, os valores de |z |maz € |71 |r-ms, SA0 maiores, observado
na regido entre 0.0 e 0.2. Acima desses valores, 0.2 < ¢; < 0.4, os osciladores entram
na regiao de transicdo do estado de dessincronismo para o sincronismo, até que
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Figura 32 — Série temporal da distancia escalar entre as trajetérias dos osciladores
acoplados via Vi, |z |, para (a) ¢; = 0.0; (b) ¢; = 0.24; (C) ¢; = 0.50; e (d)
C1 = 0.80.

Fonte: Autor

atingem a sincronizagao completa a partir de ¢; = 0.4.

Figura 33 — Medida de convergéncia entre os osciladores, diretor e receptor, acoplados
via V;. Grafico dos |z |na, quadrado preto, e |z |,.ms, bola vermelha, em
funcéo do coeficiente de acoplamento, ¢, variando entre 0.0 e 1.0.

Fonte: Autor

Nos verificamos que o acoplamento por meio da variavel 1, os dois osciladores
sincronizam completamente. Na préxima subsecao, vamos analisar como sincronizam
0os mesmos dois osciladores no acomplamento por intermédio de V5.
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4.2.2 ACOPLAMENTO ATRAVES DA VARIAVEL V,

Na subsecao anterior (4.2.1), nés analisamos o caso com K;; = 1.0 e Ky =
K33 = 0. Aqui, vamos analisar o caso com Ky, = 1.0 e K;; = K33 = 0. Ou seja, estamos
acionando o acoplamento apenas com a variavel V,. Continuamos utilizando a mesma
configuragao de acoplamento, diretor-receptor, e os mesmos valores dos parametros
da subsecdao anterior.

Resolvemos numericamente as Eq. (4.22) e Eq. (4.23) conforme as definicbes
modificadas acima e variamos o nivel de acoplamento, c,, para diferentes valores
(0.4,0.8,1.5,3.0). Note que até ¢, = 0.4, Fig. (34a), os osciladores nao estao sincroniza-
dos, diferentemente do caso com acoplamento em V; (subsec¢ao 4.2.1), em que vimos
a partir desse valor o acoplamento ja é suficiente para ocorrer sincronismo entre 0s
osciladores (ver Fig. (31)). Ou seja, o sinal V; necessita de acoplamento maior para
conduzir ao estado de sincronismo. No entanto, conforme aumentamos o valor de
co @ convergéncia aumenta, mas ndao completamente, mesmo para grandes valores
de ¢, Fig. (34b-c). Note que a partir de ¢, = 3.0, 0s osciladores atingem um estado
sincronismo parcial, que apresentam breves momentos de desacoplamento. Podemos
observar esse comportamento na série temporal da Fig. (34d), onde os osciladores
estao sincronizados na maior parte do tempo e em alguns momentos eles dessincro-
nizam e depois retornam a sincronizar. Chamaremos esse comportanto de fugas de
Eventos de Dessincronizagao. Isso se reflete no retrato de fase das variaveis V;, x Vi,.
Note que ndo ha uma reta bem definida na diagonal, tipica da sincronizacao completa,
mas uma curva que se aproxima dessa regiao, Fig. (34d). Esse tipo de sincronizagéo
nao foi abordada no Capitulo 3, mas é conhecida na literatura como sincronizacao
intermitente (PLATT; SPIEGEL; TRESSER, 1993; HEAGY; PLATT; HAMMEL, 1994;
CHERN et al., 1998; GAUTHIER; BIENFANG, 1996).

Medimos a disténcia escalar, |z, |, para verificar o comportamento na diferenga
das trajetorias dos osciladores acoplados. Utilizamos os mesmos valores de ¢, acima.
Na Fig. (350a), as amplitudes dos eventos de dessincronismo sdo maximas, ou seja,
estao completamente descorrelacionados, confirmando os resultados das Fig. (34a-b).
Como vimos acima, o aumento do nivel de acoplamento tende a reduzir a ocorréncia
desses eventos. Os resultados apresentados nas Fig. (350b-c), nos mostra essa tendén-
cia. No entanto, eles ndo desaparecem completamente, mesmo com um acoplamento
alto, como ¢, = 3.0, Fig. (350d). Eles aparecem com uma frequéncia menor em relacao
aos outros casos. Note que nos caos a partir de ¢ = 0.8 (Fig. (350b)) em diante, a
sincronizagao ocorre quando |z, | vai a zero e ela é “quebrada"quando a intermiténcia
ocorre e, consequentemente, as amplitudes do sinal aumentam.
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Figura 34 — Sistema G-B, acoplamento aditivo unidirecional entre dois osciladores via
a variavel V,. Séries temporais e retratos de fase das variaveis Vi, € Vi,
para (a) co = 0.4; (b) co = 0.8; (C) co = 1.4; (d) co = 3.0.

Fonte: Autor

Figura 35 — Série temporal da distancia escalar entre as trajetorias dos osciladores
acoplados via V, do |z, |, para (a) co = 0.4; (b) c2 = 0.8; (C) co = 1.4; e (d)
Cy = 3.0.

Fonte: Autor

Também estimamos a tendéncia das medidas maxima e média da distancia
escalar, |z |, ou seja, |7 |mas € |71 |rms, respectivamente. Construimos o grafico em
funcao de ¢y, com os valores de ¢, variando entre 0.0 e 8.0. Apresentamos o resultado
na Fig. (36). As medidas ndo tendem a zero tao rapido quanto na Fig. (33), além disso,
|z |-ms SO tende a zero para valores de ¢, > 1.0, assinalando uma sincronizagao inter-
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metente. Enquanto que |z, | ... N80 tende a zero para nenhum valor de ¢,, indicando
que ainda ocorre eventos de dessincronismo no acoplamento entre os osciladores.

Figura 36 — Medida de convergéncia entre os osciladores, diretor e receptor, acoplados
via V5. Gréfico dos |z, |nq (Quadrado preto) e |z |, (bola vermelha) em
funcao da forga de acoplamento, ¢,, variando de 0.0 a 8.0.

Fonte: Autor

Na proxima subsegao, iremos analisar a ocorréncia desses eventos a partir da
série temporal do |z, |.

4.2.3 ANALISE ESTATISTICA DOS EVENTOS DE DESSINCRONISMO

Nos vimos anteriormente, na subsecao (4.1.5), que o sistema G-B possui regides
instaveis e estaveis identificados pelo pontos fixos, imersos no atrator caético. Quando
realizamos o acoplamento em V;, ele é forte o suficiente para manter o sincronismo
entre os osciladores, mesmo quando as trajetérias passam por regides instaveis (pontos
fixos instaveis) no espaco de fase. Por isso, ndo observamos eventos de dessincronismo
nesse tipo de acoplamento. Isso é diferente para o acoplamento em V5. A instabilidade
dessas regides interferem na sincronizacao, separando brevemente as trajetérias dos
osciladores acoplados. Gerando, entdo, a sincronizagdo intermitente, caracterizada
por breves eventos de dessincronismo. Aqui nos iremos analisar estatisticamente a
frequéncia desses eventos.

A partir da série temporal do |z |, obtida numericamente com ¢, = 4.0, construi-
mos um histograma dos maximos locais, |z, |,,, dessa série e em seguida calculamos a
funcao de distribuicao de probabilidade (PDF). Apresentamos o resultado numérico na
Fig. (37), observe que o histograma nao segue a distribuicao estatistica normal (gaussi-
ana), mas uma distribuicdo do tipo lei de poténcia (NEWMAN, 2005) e para os valores
extremos da distribuicado ocorre um desvio positivo na densidade de probabilidade.
Esse resultado caracteriza um evento-extremo conhecido na literatura por Dragao-Rei
(SORNETTE, 2010; KITTEL; PYRAGAS; RICHTER, 1994).
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Figura 37 — Histograma do |z, |. Observamos o evento extremo Dragdo-Rei, com ¢, =
4.0 e 1% de diferenca entre os parametros dos osciladores acoplados.

Fonte: Autor

Embora seja possivel a previsibilidade dos eventos extremos (SORNETTE,
2010; KITTEL; PYRAGAS; RICHTER, 1994), o PDF que segue a distribuicao por lei
de poténcia, ndo possibilita prever a magnitude desses eventos. O mesmo evento
pode apresentar amplitudes diferentes em circunstancias diferentes. Cavalcante et al
(CAVALCANTE et al., 2013), usando do sistema G-B, demonstraram a previsibilidade
do Dragao-Rei e propuseram um técnica de controle. Além disso, eles confirmaram
a origem dos eventos de dessincronizagdo para dois osciladores, do sistema G-B,
acoplados. Eles calcularam a soma do médulo de cada variavel do oscilador dire-
tor, |za| = |[Via| + |Vaa| + |1al, J& que o oscilador receptor segue ele, e quando as
trajetérias do diretor passa suficientemente préximo da origem, ocorre os eventos
de dessincronizacao de grande amplitude. A técnica proposta consiste em acionar o
acoplamento na variavel V; sempre que um evento de dessincronizagao fosse ocorrer.
Consequentemente, os eventos s&o mitigados.

Nés testamos uma outra abordagem de intervencéo. Ao invés de acionar o
acoplamento em V4, adicionamos um ruido branco uniforme no acoplamento. A hip6tese
dessa proposta, consiste em interferir, com ruido, o sincronismo intermetente, de
maneira que possa metigar os eventos extremos. Vamos escrever as equecoes do
oscilador receptor com o termo que represente a adicao do ruido:

. Vr
‘/17“ = Rl - g“/lr - ‘/27"] (425&)
1r
Vor = g[V1d - Vzr] — I, + KQQCQ(V — ‘/QT) (4.25b)
j?“ = ‘/27“ - ITR3T7 (425C)

onde v = Vi, + ruido. Este ruido oscila entre +0.2, observe a Fig. (38).
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Figura 38 — Ruido Branco Uniforme +0.2

Fonte: Autor

Seguindo a proposta acima, resolvemos numericamente este caso e apresen-
tamos o resultado na Fig. (39), onde comparamos os casos sem (linha preta) e com
(linha vermelha) ruido. Nao obtivemos um efeito de supressao dos grandes eventos,
mas aumentamos o nivel de amplitude dos eventos menores, diminui relativamente
a amplitude do evento extremo e suavizou a curva da distribuicao da lei de poténcia,
indicando uma forte tendéncia para descaracteriza-la. Essa técnica de intervencao
atinge todo o histograma, tornando dificil modificar unicamente a regiao dos grandes
eventos. Nao aprofundamos esses estudos na busca de uma técnica que possibilite a
mitigagdo da ocorréncia de eventos do tipo Dragéo-Rei.

Figura 39 — Histograma dos méaximos locais do |z, | sem, linha preta, e com, linha
vermelha, ruido, onde nao ocorreu a metigacao do evento extremo, do tipo
Dragéao-Rei.

Fonte: Autor

No proximo capitulo, iremos apresentar uma analise da sincronizagdo em uma
configuracdo de acoplamento diferente do que foi apresentado neste capitulo. Essa
configuragéo consiste, basicamente, do aumento do numero de osciladores diretores
adicionados no oscilador receptor, onde apresentaremos resultados completamente
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originais, tanto experimental quanto numérico. Usando tanto o sistema G-B, como
também o sistema de Lorenz.
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5 SINCRONISMO DE UM OSCILADOR CAOTICO COM UMA SUPERPOSICAO DE
SINAIS

No capitulo anterior apresentamos e exploramos o sistema Gauthier-Bienfang
(G-B) analisando sua dinamica e sua sincronizagdo com outro oscilador equivalente,
através de acoplamento unidirecional. Neste capitulo, nds iremos expandir o conceito
de sincronizagcdo em uma configuracao de acoplamento diferente, onde aumentamos
o numero de osciladores diretores. Nessa configuracdo somamos linearmente os
sinais de varios osciladores, cada um evoluindo independentemente. O sinal soma é
adicionado, aditivamente, no oscilador receptor. Apresentaremos a seguir os detalhes
desse acoplamento com o sinal soma, inicialmente, com resultados numéricos e no
proximo capitulo a sua realizagdo experimental.

O objetivo inicial para usar uma configuracao de acoplamento com mais de
um diretor, era analisar a competicao entre dois osciladores diretores distintos, ambos
acoplados ao oscilador receptor. A ideia era criar uma competicdo entre os sinais
dos dois diretores que, eventualmente, estariam em regimes diferentes. A diferenca
dinamica de cada diretor se daria por meio de filtros de frequéncia e/ou atraso entre os
sinais. Uma motivagéo seria a observagao de estados do tipo quimera, onde o oscilador
receptor pudesse coexistir entre dois regimes diferentes. Enquanto realizavamos testes
numéricos com dois diretores, chegamos aos resultados que compde este capitulo.
Resultados estes, a principio contraintuitivos, pelo quais nos debrugamos para investiga-
los sistematicamente. Porém, mostramos que essa sincronizacdo com a soma de
varios osciladores é possivel. Posteriormente, nds realizamos os experimentos que
confirmaram os resultados numéricos.

Embora seja intuitivo que osciladores lineares podem oscilar forcados por uma
superposicao de outros sinais lineares semelhantes, e isso nao seja diferente para
0 caso dos osciladores nao-lineares operando em regime linear, porém, dado as
caracteristicas nao-lineares das equacoes de sistemas com dinamica cadtica, como
discutimos nos capitulos anteriores, seria contraintuitivo que um oscilador caético
sincronizasse com um sinal composto pelo somatorio linear de outros sinais cadticos.
No entanto, nossos estudos demonstraram que essa sincronizagdo é possivel.

Para demonstrar a sincronizagao de um oscilador com uma superosicao de
sinais cadticos, vamos considerar, inicialmente, trés osciladores do sistema G-B, ope-
rando em regime caotico. Inicialmente tomamos dois osciladores como diretores e
um terceiro como receptor. Cada oscilador individualmente é descrito pelas Eq. (4.6),
mas precisaremos reescrever as equagdes do receptor para considerar 0 acoplamento
aditivo, como representado no esquema da Fig. (40). Nessa configuracdo nao existe
interacao entre os diretores e eles nao recebem realimentacéao do receptor.
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A andlise dessa sincronizacao sera feita como realizado no capitulo anterior,
para o caso do acoplamento entre dois osciladores (Capitulo 4). Ou seja, vamos calcular
numericamente as séries temporais e obter graficos do retrato de fase. Calcularemos,
também, a distancia escalar entre as trajetérias, |z, |. Analisaremos as medidas maxi-
mas, | |;maz, € Médias, |z, |.-ms- Esses dados serdo obtidos observando as variaveis do
receptor em relacdo as variaveis dos dois diretores, separadamente, e do sinal soma.

Figura 40 — Diagrama esquematico simplificado do acoplamento entre os trés oscilado-
res cadticos.

—
diretor 1

X, ¥, 7
4

p— 1)
diretor 2

b2

—

Fonte: Autor

Para escrevermos as equacgodes para acoplamento como mais de um diretor,
vamos adotar uma notagdo mais geral, que para as variaveis do sistema G-B séo
substituidas por: x = Vi; y = V,; e z = I. Essa nomeacgéao das variaveis simplifica a ge-
neralizag&o, quando expandirmos para uma quantidade maior de diretores. Escrevemos
o conjunto de nove equagdes para a configuracdo de acoplamento proposta:

Osciladores diretores:

T; = R glr: — il (5.1a)
Ui = glri—yil — =z (5.1b)
Zi = yi— 2l (5.1c)
ondei:=1,2.
Oscilador receptor:
ro= Ril — glr =yl + Ku{lei(zr — 2)] + [c2(z2 — 2)]} (5.2a)
y = glz—yl— 2+ Ko{laa(yr — y)] + [e2(y2 — »)]} (5.2b)
z2 = y— 2R3+ Kss3{lci(z1 — 2)] + [ca(22 — 2)]}, (5.2¢)

onde K é a matriz de acoplamento, onde consideramos apenas os termos da diagonal,
(K11, Ko, K33] € 1, c; SA0 as constantes para se ajustar o nivel de acoplamento de
cada oscilador diretor. Os valores dos parametros de cada oscilador foram escolhidos
para que estivessem na margem de 1% de diferenga entre eles, veja a Tabela 1.
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Tabela 1 — Valores dos parametros dos osciladores

Osciladores Parametros

Ry Ry Rs
diretor 1 1.300 | 3.440 | 0.193
diretor 2 1.310 | 3.465 | 0.194
receptor 1.313 | 3.475 | 0.195

Vamos definir sinal soma das variaveis dos osciladores diretores como:

s = (x1 + x2)/2 (5.3a)
Ys = (11 +42)/2 (5.3b)
zs = (21 + 22) /2, (5.3¢)

Também reescrevemos a equacgao do |z, |, para medir a distancia escalar das
trajetérias entre cada um dos diretores e o receptor, assim como do sinal soma em
relagao ao receptor:

1l = | = 2| + lyi =yl + 2 = 2], (5.4)

ondei=1,2e
|xl‘S:|x5_x|+|ys_y|+|zs_z|’ (55)

onde z,, y,, z; estdo definidas nas Eq. (5.3).

Estabelecidas as condi¢cdes e determinadas as equagdes, vamos analisar os
acoplamentos em trés situagdes, apresentadas nas seg¢des: (1) Acoplamento com
K, = 1.0 e Ky = K33 = 0.0, acoplando com as variaveis ’'s; (2) Acoplamento com
Ky = 1.0 e K1 = K33 = 0.0, acoplando com as variaveis 3's; e (3) Acoplamento
simultdneo em duas variaveis, ou seja, K13 = Ky = 1.0 € K33 = 0.0, acoplando
ambos as variaveis z’s e y's. Em seguida vamos generalizar para um numero maior de
osciladores diretores, usando o acoplamento K;; = Ky, = 1.0. Em todas as situacdes
K;; =0.0, para i # j.

5.1 ACOPLAMENTO VIA V;

Vamos iniciar considerando o acoplamento Ky, = K33 = 0, K11 = 1.0 € 0S niveis
de acoplamento ¢; = ¢ = 4.0. Resolvemos numericamente as Eq. (5.1) e Eq. (5.2) para
essas condi¢des e analisamos a sincronizagdo das trés variaveis do receptor. As Fig.
(41) mostram claramente que ndo ha sincronismo dessas variaveis com nenhum dos
diretores individualmente, Fig. (41a-d), tanto na série temporal, quanto no retato de
fase. No entanto, as séries temporais das Fig. (41e,f) revelam uma forte tendéncia de
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sincronizagao do receptor com o sinal soma dos dois diretores, mesmo quando existe
uma pequena diferenca na amplitude dos sinais. Os retratos de fase das variaveis
Yy X ys € z X zg apresentam duas “curvas"assintoticas no mesmo plano. A primeira
curva concentra-se na diagonal tendendo a uma reta, o que explica o receptor estar
acompanhando o sinal soma nas séries temporais e a segunda “curva", tem uma
inclincacdo angular em relagcdo a primeira curva. Possivelmente, esta diferenca de
inclinacao na segunda “curva"é devido a uma diferenca de amplitude entre os dois
sinais. Note que o angulo de inclinagéo é relativamente bem definido, o que indica uma
correlagao entre as amplitudes.

Figura 41 — Séries temporais e retratos de fases das variaveis vy, 25, ¥, 2125 € z: Cor-
relacdo das variaveis do receptor, linha vermelha, com (a), (b) oscilador
diretor 1, linha azul; (c), (d) oscilador diretor 2, linha verde; e (e), (f) sinal
soma, linha preta.

Fonte: Autor

Calculamos também, numericamente, a distancia escalar entre as trajetorias
dos diretores e do receptor utilizando as Eq. (5.4) e Eq. (5.5). Os resultados estao
apresentados nas Fig. (42). N6s vimos no Capitulo 4 que o acoplamento por = (1),
onde observamos sincronizacao completa, a medida |z, | tende fortemente a zero
em funcao do nivel de acoplamento. Para o acoplamento em estudo aqui, com dois
diretores, nao é diferente, porém, ndo na mesma medida. As Fig. (42a,b) confirmam
a dessincronizacdo com as variaveis individuais dos diretores e a Fig. (42c) mostra a
medida |z, |, que se aproxima parcialmente de zero, com amplitude menor do que 1.15
(linha azul tracejada). Esse resultado ratifica que o oscilador receptor esta parcialmente
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sincronizado com o sinal soma, indicando uma tendéncia para o estado de sincronismo
completo.

Figura 42 — Série temporal: (a) |z |1; (b) |z 1|2; € (C) |z ]s-

Fonte: Autor

As Fig. (43) mostram as medidas maximas e médias das distancias escalares
calculadas anteriormente, em func&o do nivel de acoplamento, com ¢; = ¢, variando
de 0.0 a 1.0. Os valores de |z, |mazy»> |TL|rmsis |T1 | mazs € |21 |rms, OSCilam levemente
e conforme o valor de ¢, cresce, as medidas tendem para valores constantes, que
tendem para um valor assintotico, diferente de zero. Para as medidas maxima e média
do receptor com o sinal soma, |z, |maz. € |21 |rms., F€Spectivamente, notamos que as
solucbes decai mais rapido se aproximando de zero. No entanto, ndo alcangam um
valor nulo. Esse resultado parece se comportar como as mesmas medidas calculadas
no Capitulo 4, Fig. (36), onde usamos a configuracao de acoplamento diretor-receptor
por meio da variavel V5, resultando no sincronismo intermetente. Porém, naquele caso
a medida média praticamente zera, enquanto que a medida méxima tende para valores
diferentes de zero. A diferenga entre medidas calculadas nesta sec¢ao, Fig. (43), com o
caso do Capitulo 4, € que tanto |z |;a., QuUanto |z |.,s, N0 aproximam de zero. Esse
resultado descarta a possibilidade de interpretarmos como uma provavel sinroniza¢ao
intermetente.
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Figura 43 —(a) |z |1; (b) |z |2; € (€) |x.|s em fungdo do nivel de acoplamento ¢ = ¢; = ¢
variando de 0.0 a 1.0.

Fonte: Autor

Até aqui nés analisamos o0 caso em que os valores de ¢; e ¢; sdo iguais. A
seqguir verificaremos o comportamento desse acoplamento para ¢; # c¢,. Para isso,
fixamos o valor de ¢; = 4.0 e variamos c¢,, para o0 qual escolhemos o0s seguintes
valores: (0.0, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0). Resolvemos numericamente as Eq. (5.1) e Eq. (5.2)
e apresentamos as solu¢ées nas Fig. (45). Como esperado para ¢, = 0.0, 0 oscilador
receptor sincroniza com o diretor 1 (¢; = 4.0), como mostrado nas Fig. (45a-c), ja que
nao existe acoplamento com o diretor 2. Porém, conforme aumentamos o valor de ¢,, 0
receptor vai diminuindo sua correlacao com diretor 1 e mantem-se dessincronizado com
o diretor 2. No entanto, aumenta a correlagao com o sinal soma, y,. Esse resultado nos
permite entender que a diferenga no nivel de acoplamento, de cada oscilador, conduz o
receptor a sincronizar com aquele que possui 0 maior acoplamento e ao passo que 0s
niveis se igualam sincroniza com o sinal soma. Dessa forma, nos préximos resultados
utilizaremos ¢; = ¢,, posto que um desbalan¢o de acoplamento com os diretores néo
leva a resultados particularmente interessantes.

Na préxima se¢éo, iremos analisar o caso para K, = 1.0. Lembrando que no ca-

pitulo anterior com um Unico diretor, o acoplamento por y (1%2) resulta em sincronizagao
intermetente.
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Figura 44 — Sistema G-B com ¢; = 4.0, fixo, e variamos c,: y x y;. Na esquerda, i = 1;
centro, i = 2; direita, i = s. (a) co = 0.0, (b) co = 0.5, (C)ce = 1.0, (d) ¢o = 2.0
e (e)c =3.0

Figura 45 —(a) |z |1; (b) |z L |2; € (€) |x.|s em fungdo do nivel de acoplamento ¢ = ¢; = ¢
variando de 0.0 a 1.0.

5.2 ACOPLAMENTO VIA V5

Analisamos na sec¢ao (5.1) o acoplamento por meio das variaveis z’s. Agora
analisaremos, nesta secao, o acoplamento em y (1%), isto &, para Ky = 1.0, Ky =
K33 = 0, e usando ¢; = ¢; = 4.0. Calculando numericamente as Eq. (5.1) e (5.2)
obtivemos os resultados apresentados nas Fig. (46). Nés vimos na se¢éo anterior (5.1)
que o oscilador receptor tem ‘preferéncia’ em seguir o sinal soma. No acoplamento via
V4, , essa ‘preferéncia’ ndo é diferente. As séries temporais das variaveis x5, z, 212 € z,
nas Fig. (46a-d), nos mostram a descorrelagcao dos osciladores diretores com o receptor,
individualmente, com regides de grandes divergéncias de amplitude. Os retratos de
fase das mesmas variaveis, x; > X x € z1 5 X 2, ratifica essa descorrelagéo a medida que
as trajetorias nao convergem para a formacao de uma reta na diagonal. Note que essa
divergéncia da reta com as variaveis z; » x z, se comporta semelhantemente como no
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retrato de fase das variaveis V4 x V,, Fig. (35b,d), na configuracao de acoplamento
diretor-receptor. Uma maior convergéncia é observada com o sinal soma, Fig. (46e,f).
Mesmo nas regides da série temporal de =, e x, onde ocorre uma grande diferenga de
amplitude, o receptor continua a acompanhar o sinal soma, Fig. (46e). Essa grande
diferenca na amplitude nao possibilita a formacao de uma possivel reta na diagonal.
Porém, n&o € o que ocorre com as variaveis z, e z, Fig. (46f). Devido a essa diferenca
de amplitude ser muito menor, observamos uma formagéao mais nitida de uma reta. Ou
seja, confirmando a ‘preferéncia’ do oscilador receptor em correlacionar com o sinal
soma.
Figura 46 — Séries temporais e retratos de fase, com Ky, = 1.0 € ¢; = ¢, = 4.0, das
variaveis z1 2, 7, 2125 € 2: (), (b) diretor 1, linha azul, e receptor, linha

vermelha; (c), (d) diretor 2, linha verde, e receptor; e (e), (f) sinal soma,
linha preta, e receptor.

Fonte: Autor

No Capitulo 4, ndés observamos um comportamento de breves descorrelagdes, 0
qual definimos como eventos de dessincronizagdo, sucedentes do acoplamento por de
V5 na configuragao diretor-receptor. Esses eventos podem ser observados nas séries
temporais da distancia escalar da Fig. (32). Mediante esse comportamento apresen-
tado por meio de V5, nds também investigamos se esses eventos de dessincronismo
poderiam ser observados no acoplamento que estamos explorando neste capitulo. Para
isso, calculamos as distancias escalares entre os osciladores diretores, individualmente,
e receptor e entre o sinal soma e receptor, |z |12 € |z .|, respectivamente. As Fig. (5.8)
mostram os resultados das solu¢gées numéricas. Como esperado, as amplitudes de
|z, |12, Fig. (5.8a,b), sdo maximas devido a descorrelacdo. A série temporal do |z |5,
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Fig. (47c), apresenta amplitudes maximas menor do que 2.45 (linha azul tracejada),
com o comportamento que se assemelha aos casos de descorrelagédo. Logo, |z, |s hdo
apresenta resultados comparaveis com a série temporal do |x |, Fig. (32), do Capitulo
4, o qual ja mencionamos anteriormente.

Figura 47 — Série temporal das distancias escalares: (a) |z |;; (b) |z1]2; € (C) |21 ]s-

Fonte: Autor

Nos calculamos o histograma dos maximos locais (|z, |5, ) do |z, |, e a distri-
buicdo de probabilidade (PDF') para verificarmos o comportamento da distribui¢ao.
Apresentamos o PDF na Fig. (48). O histograma apresenta eventos extremos de am-
plitude muito maior do que o evento observado no histograma do |z, | (Capitulo 4,
subsecéo (4.2.3)) apresentado na Fig. (37). Dado a série temporal do |z, |, se com-
portar semelhatemente com |z |, 2, N0 esperavamos a ocorréncia desses eventos.
Além disso, ha um segundo pico de eventos cuja amplitude é menor do que o primeiro.
Observamos que a presencga dos dois picos simultdneos ocorreu quando acoplamos
o sinal soma dos dois osciladores diretores que foram adicionados no receptor, pois,
como vimos, no acoplamento com apenas um diretor, o histograma do |z | apresenta
apenas um pico, Fig. (32).

Figura 48 — Histograma dos méaximos locais do |z |s com ¢; = ¢; = 4.0 e 1% de
diferenca entre os parametros dos osciladores.

Fonte: Autor
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Mediante a presenca do dois picos de eventos no histograma da Fig. (48), n6s
verificamos se um terceiro pico poderia surgir no acoplamento com trés osciladores
diretores, adicionados no receptor, e o resultado foi que com trés diretores, o histograma
apresenta trés picos de eventos, conforme esta apresentado na Fig. (49).

Figura 49 — Histograma dos maximos locais do |z | do acoplamento com trés oscila-
dores diretores, onde o0s niveis de acoplamento ¢; = ¢; = ¢3 = 4.0 e 1% de
diferenga entre os parametros dos osciladores.

Fonte: Autor

Verificamos até aqui, dois casos de acoplamento de dois diretores com um
oscilador, em que ora sé acoplamos com K;; = 1.0 (secao 5.1), ora s6 Ky = 1.0
(nesta secao). Na préxima secao, apresentaremos resultados obtidos com acoplamento
utilizando duas variaveis de cada um dos diretores. Fazemos entao K;; = Ky, = 1.0.
Ou seja, 0 acoplamento em z e y sdo acionados simultaneamente nas Eq. (5.2a,b).

5.3 ACOPLAMENTO SIMULTANEO, V; E V,

Nesta secdo vamos estudar a configuragcdo em que acionamos simultaneamente
0 acoplamento em z e y, com K1, = Ko, = 1.0, K33 = 0 € com 0s niveis de acoplamento
c1 = co = 2.0. Dividiremos esta secdo em duas subsecodes: (1) iremos explorar esse
acoplamento com osciladores em regime caético; e (2) analisaremos o acoplamento na
condicao em que os osciladores evoluam em regime periédico.

Resolvendo as Eq. (5.1) e Eq. (5.2) para a configuracdo onde os sinais V; e
V, dos diretores sdo, simultaneamente, somados e adicionados ao oscilador receptor.
Obtemos resultados bastante interessantes, que estdo apresentados nas Fig. (50).
Claramente, o oscilador receptor nao tem correlacdo nem com o oscilador diretor 1
e nem com o diretor 2, como nos mostra as séries temporais e os retratos de fase
nas Fig. (50a-f). No entanto, o oscilador receptor sincroniza quase que perfeitamente
com o sinal soma, em todas as variaveis. Note uma pequena diferenca de amplitude
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nas séries temporais das Fig. (50g-i). Essa diferenca pode ser também observada nos
retratos de fase, Fig. (50g-i). A curva desvia ligeiramente de uma reta na diagonal, que
caracteriza a sincronizacdo completa. Esse tipo de sincronizacéo € contraintuitiva e
ainda nao tinha sido relatada na literatura. Portanto, os resultados aqui apresentados,
abrem opcdes de configuracédo para investigacao da sincronizagao de sistema caoticos,
particularmente em redes.

Figura 50 — Séries temporais, esquerda, e retratos de fase, direita, com Ky, = Ko = 1.0:
(a)-(c) diretor 1, linha azul, e receptor, linha vermelha; (e)-(f) diretor 2, linha
verde, e receptor; e (g)-(i) sinal soma, linha preta, e receptor.

Fonte: Autor

Quantificamos nossa analise para essa sincronizacdo com dois diretores com
acoplamento simultaneo, calculando a distancia escalar entre as trajetérias dos oscila-
dores, como foi realizado nas secdes anteriores. Ou seja, calculamos as distancias das
trajetorias para cada diretor e para o sinal soma, Eq. (5.4) e Eq. (5.5). As Fig. (51a, b,
e c) apresentam séries temporais de |z, |1, |z, |2 € |z |s, respectivamente. Note que a
amplitude da medida |z, |; decresce, mas nado vai a zero, Fig (51c). Mesmo que |z |,
nado tenha valores nulos, a sua amplitude maxima € quase dez vezes menor do que
as amplitudes das distancias entre os diretores e o receptor, |z |, e |z, |2, Fig (51a,b).
Porém, os valores sao suficientes para que possa ser identificada uma sincronizacao
entre o receptor e o sinal soma.

Com a convergéncia entre o receptor e 0 sinal soma apresentada claramente nas
séries temporais das variaveis e da distancia escalar, n6s avaliamos essa convergéncia
calculando as medidas maxima, |z, |naz,, € Média, |z |ms,, dO |z |s variando o niveis
de acoplamento, ¢; = ¢, entre 0.0 e 1.0. Apresentamos a solugédo dessas medidas
na Fig. (52), a qual nos mostra que |z, |z, € |71 |r-ms, decaem rapidamente, conforme
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Figura 51 — Série temporal das distancias escalares: (a) |z |1; (b) |z 1 |2; € (C) | |s-

Fonte: Autor

os niveis de acoplamento crescem. Enquanto a medida |z, |,..s, apresenta valores
muito proximos de zero, 0 |z | ..., tendem para valores constantes nao nulos. Isso
significa que a correlacao nao é completa. Para que ocorra uma corregao completa,
tanto a medida média quanto a maxima precisam ser nulas ou muitos préximas de
zero. Exatamente como foi observado no acoplamento via Vi, na configuracao diretor-
receptor, Fig. (33).

Figura 52 — Grafico dos |z |mae,, quadrado preto, € |z |,ms., Circulo vermelho, em
funcéo dos niveis de acoplamento, ¢; = ¢, = ¢, variando entre 0.0 e 1.0.

Fonte: Autor

Para esse acoplamento simultdneo com x e y, analisamos o comportanto da
sincroniza¢ao com a variacao do nivel de acoplamento. Inicialmente, escolhemos fixar
o valor de ¢; = 1.0 e variamos ¢, de 0.0 a 1.0. Para verificar a coeréncia dos resultados,
também calculamos o caso em que foi mantido fixo ¢, = 1.0 e variamos ¢; de 1.0
a 0.0. Os resultados numéricos estdo apresentados nos retratos de fase, z x x5,
mostrado nas Fig. (53). Note que partindo de ¢, = 0.0, Fig. (53a), o oscilador receptor
correlaciona apenas com o diretor 1, como esperado. Conforme o valor de ¢, cresce, 0
receptor correlaciona com o sinal soma, Fig.(53b-e). O mesmo ocorre quando variamos
¢, decrescentemente, Fig. (53f-j). O receptor perde sua convergéncia com sinal soma e
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passa a correlacionar com o diretor 2. No geral, esses resultados nos mostra que se

c1 # ¢ # 0, aquele que tem o menor nivel de acoplamento atua como uma espécie

de pertubacéo, interferindo na sincronizacdo do outro. Portanto, s6 observamos a

sincronizacao com o sinal soma quando as niveis de acoplamento de cada diretor sao

iguais.

Figura 53 — Sistema G-B. Na esquerda, i = 1; centro, i = 2; direita, i = s. Com ¢; = 1.0,
fixo, e variamos cy: = x z; (a) ¢ = 0.0, (b) ¢ = 0.25, (C) o = 0.50, (d)

co = 0.75, (e) c = 1.0. Com ¢, = 1.0, fixo, e variamos ¢;: (f) ¢; = 0.0, (Q)
CcC1 = 025, (h) C1 = 050, (|) C1 = 075, (J) CcC1 = 1.0

Fonte: Autor

Temos explorado o acoplamento simultdneo com x e y e os trés osciladores
utilizados com os parametros ajustados para evoluirem em regime cadtico. Buscamos
investigar, na mesma configuracdo de acoplamento, a sincronizacdo no caso que 0s
parametro sao reajustados para que os trés osciladores evoluam em regime periddico.
Trataremos a respeito disso na préxima subsecao.

5.3.2 ACOPLAMENTO COM OS OSCILADORES EM REGIME PERIODICO

Na subsecao (5.3.1) mostramos os resultados do acoplamento de dois osci-
ladores a um terceiro, para o sistema G-B, onde todos estdo em regime cadtico e
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analisamos o nivel de sincronismo resultante desse acoplamento. Nesta subsecao,
nds iremos analisar a mesma configuracdo com duas variaveis, porém, com todos os
osciladores em regime periddico.

Para realizarmos o acoplamento descrito acima, ajustamos os valores adimensi-
onais dos parametros dos trés osciladores e verificamos esse acoplamento em trés
casos distintos: (1) parametros iguais (R; = 1.30, R, = 1.30, R3 = 0.19) e condicdes
iniciais iguais; (2) parametros iguais (R; = 1.30, R, = 1.30, R3 = 0.19) e condig¢des inici-
ais diferentes; (3) parametros ligeiramente diferentes (diretor 1: R; = 1.30, R, = 1.30,
R3 = 0.19; diretor 2: R; = 1.2890, R, = 1.2900, R3 = 0.1889; receptor: R; = 1.2880,
Ry = 1.2870, R3 = 0.1887) e condigoes iniciais diferentes.

As solugbes numéricas das Eq. (5.1) e Eq. (5.2), com os parametros acima
definidos, estdo apresentadas nas Fig. (54), que nos mostra as trajetérias dos trés osci-
ladores. Note que o resultado do primeiro caso exibe as trajetérias dos trés osciladores
sobrepostas, Fig. (54a). Esse resultado era esperado devido as condi¢des iniciais e
parametros serem iguais para os trés osciladores, ou seja, as solucdes sdo iguais. Para
0 segundo caso, Fig. (54b), temos um resultado que embora tenha os mesmos valores
para os parametros, diferentemente do anterior, tem condic¢des iniciais diferentes. O
interessante desse resultado é que o receptor nao tem trajetérias na mesma regiao
em que os diretores oscilam. Ele ocupa quase que o centro do espaco de estado,
indicando uma composicao regular (amplitude e fase) das trajetérias dos diretores.
Esse comportamento, semelhantemente, se reproduz no terceiro caso, Fig. (54c), onde
os parametros e as condicdes iniciais, de cada um dos osciladores, sdo diferentes.
Nesse caso em particular, a solucdo de cada diretor ocupa regides opostas a regiao
central. Essas solugdes indicam que ambos oscilam no espago de estado com pontos
fixos diferentes e soma deles esta conduzindo o receptor a oscilar, mais uma vez, em
uma regiao entre as duas solugdes dos diretores, que neste caso, préximo do centro.

A Fig. (54d) também é solugéo do terceiro caso, o que difere da Fig. (54c) sao
apenas as condicdes iniciais, ou seja, o terceiro caso pode apresentar duas solucoes
distintas depedendo de onde ela inicializa. Nesta situagao, os osciladores diretores
parecem ter solugbes em torno de pontos fixos préximos. Embora eles tenham uma
Unica érbita, o receptor apresenta diversas drbtidas, mudando sempre que passa
proximo da origem.
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Figura 54 — Trajetorias dos trés osciladores diretor 1 (linha azul), diretor 2 (linha verde)
e receptor (linha vermelha): (a) caso 1, com R; = 1.3000, R, = 1.3000,
Rs; = 0.1900; (b) caso 2, parametros iguais ao do item (a); (c) e (d)
caso 3, com R; = 1.3000,1.2890,1.2880, R, = 1.3000,1.290,1.287 e
R3 =0.1900, 0.1889, 0.1887.

Fonte: Autor

Na préxima secao, nés iremos generalizar a configuracao de acoplamento,
representada pelo diagrama esquematico da Fig. (40), o qual nés exploramos com dois
osciladores diretores acoplados, por meio das variaveis = e y simultaneamente, no
oscilador receptor para um numero maior de diretores. Também demonstraremos que
a convergéncia do receptor com o sinal soma melhora a medida que aumentamos o
namero de diretores.

5.4 ACOPLAMENTO NA SOMA DE N OSCILADORES

Nés estudamos na sec¢do anterior o caso do acoplamento de dois osciladores
diretores em um oscilador receptor. Demonstramos que, quando a informacéao dos
diretores é transmitida através de duas variaveis que sado acopladas, a sincronizacao
€ bem mais efetiva. Nesta secdo vamos expandir nossos resultados e demonstrar,
teoricamente e numericamente, que o sincronismo melhora conforme aumentamos o
namero de diretores. Este comportamento pode ser observado também no sistema de
Lorenz.

Para ilustrar o esquema geral do acoplamento para qualquer nimero de direto-
res, construimos um diagrama esquematico apresentado na Fig. (55). Aplicamos esse
esquema aos sistemas G-B e Lorenz.

A discussdo nas subsecdes a seguir se dividem em: Analise tedrica do sin-
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Figura 55 — Diagrama esquematico para o acoplamento de um oscilador caético com o
sinal soma de N osciladores diretores.

Fonte: Autor

cronismo com uma superposicao de sinais (subsecao (5.4.1)), Acoplamento com N
osciladores do sistema G-B (subsecao (5.4.2)) e sistema de Lorenz (subsec¢ao(??)).

5.4.1 ANALISE TEORICA DO SINCRONISMO DE UM OSCILADOR NAO-LINEAR
COM UMA SUPERPOSICAO DE SINAIS

Os resultados que apresentamos na sec¢ao (5.3) sdo de natureza numérica.
Nesta subsecdo vamos demonstrar que a sincronizacdo com a soma de sinais €
possivel, ou seja, 0 oscilador receptor converge para o sinal soma. Podemos escrever
matematicamente essa convergéncia como

N
Xy

X s X, = 2n=1 X (5.6)

N
n=1

onde X" = (z,y, 2), representando o oscilador receptor, X! = (z,,y,, 2,) a soma
dos sinais de cada oscilador diretor e n = 1,2,..., N é o nimero de diretores, X! =
('rﬂd yna ZTL)

Para demonstrarmos teoricamente a convergéncia da Eq. (5.6), consideramos
um numero N de osciladores diretores, cada qual evoluindo livremente e independente-
mente, com evoluc¢do descrita por:

X, = F(X,), (5.7)

onde XX = (z,,,yn, z0), COMn = 1,2, ..., N, representando cada trajetéria particular. F é
o vetor campo determinando o fluxo do sistema. Para o acoplamento, o sinal de cada
um desses diretores é enviado para o receptor, conforme o esquema da Fig. (55). Para
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esse esquema de acoplamento aditivo unidirecional, a dindmica do receptor é descrita
por:

N
X=FX)+K> ci(X, - X). (5.8)

n=1
A analise da convergéncia na solucédo do receptor para a soma das solugdes
dos diretores (segunda parte da Eq. (5.8)) € equivalente a estabilidade da sincronizacao
do oscilador receptor no sinal soma. Tal analise sera feita através do método de
linearizag&o da diferenca entre as trajetorias de X, e X. Para tanto definimos a variavel

N
AX =) e, X, — CX, (5.9)

n=1
onde C = fo:l cne A EQ. (5.9) é deduzida reescrevendo o segundo termo do lado
direito da Eq. (5.8), do qual AX” = (Az, Ay, Az). Cada varidvel de AX é definida como

N
Ar = Z cnn — Cx (5.10a)
n=1
N
Ay = cugn — Cy (5.10Db)
n=1
N
Az = chzn —Cz. (5.10c)
n=1

Note que quando X — X, a varidvel AX — 0, ou seja, o oscilador receptor
sincroniza com a soma dos osciladores diretores. Derivando a Eq. (5.9) em relacdo ao
tempo e utilizando as Eq. (5.7) e Eq. (5.8), obtemos

AX =) e,F(X,) — CF(X) — CKAX. (5.11)

Expandindo o fluxo F(X) em série de Taylor entorno de X; e limitando a expanséo até
o termo de primeira ordem, teremos F(X) = F(X;) + DF(X;)(X — X;), onde DF(X,)
€ matriz Jacobiana de F(X), com X = X,. Note que a partir da Eq. (5.9), temos que
(X — X;) = —AX/C. Substituindo essa expressao na Eqg. (5.11) juntamente com o
resultado da expanséao, obtemos

AX =) " ce,F(X,) — CF(X,) + (DF(X,) — CK)AX. (5.12)

Analizando os dois primeiros termos do lado direito da Eq. (5.12) e considerarmos que

2 eaF(X,) Cgc(x”) ~F (_22%1 C’lcx") , (5.13)
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a Eq. (5.12) pode ser simplificada para a equacao variacional

AX = MAX, (5.14)

com M = [DF(X;) — CK]. A solu¢cdo dessa equacao determina a estabilidade da
sincronizagcdo. Note que, mesmo quando a aproximacéao feita na Eq. (5.13) néo é
completamente satisfeita, ainda assim podemos usar a Eq. (5.14) para caracterizar a
estabilidade. Nesse caso, o sistema globalmente sincroniza com um deslocamento
entre o sinal do receptor e o sinal soma proporcional a diferenca entre os termos na Eq.
(5.13).

A matriz M é a matriz fundamental da equacéo variacional, cuja solu¢ao pode
ser obtida determinando os autovalores {);};_, de M em cada ponto da trajetéria X,.
A parte real do autovalor do maximo local é o termo dominante da dindmica em cada
ponto. O autovalor do maximo global na trajetéria é definifo por

A= tlim {Max; (Re X\;(1))}, (5.15)
—00
conhecido, na literatura, como expoente de Lyapunov transversal []. A sincronizacao €
estavel com A < 0 e instavel com A > 0, quando as trajetorias X e X, divergem.
Considerando agora um diferenca finita d entre os dois lados da Eq. (5.13),

podemos escrecer, para o autovalor dominante, I', da matriz Jacobiana, a equagao
variacional,

AX =d+ (I' — CN)AX. (5.16)

Usando A = (I' — C'N) (reveja a Eq. (5.15)), a solugdo da Eq. (5.16) assume a forma

AX = % + AXpel™, (5.17)

A condigao para que a sincronizagao ocorra corresponde a I' < 0, ou seja,

I —¢N <0. (5.18)

Como a depedéncia de I' em N é desprezivel, o valor critico, .., de ¢, para o qual I" —
ce-IN = 0, € inversamente proporcional ao nimero de osciladores diretores adicionados
no acoplamento com o receptor (reveja as Fig. (56)). Para grandes valores de N e um
longo tempo, expressamos a contribuicdo de d como uma pequena lei de poténcia em
N e obtemos

AX 1
X =190

C 0.8 m, (519)
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com a ~ 1.0. Esse resultado demonstra que a convergéncia do oscilador receptor com
sinal soma segue um distribuicdo estatistica por lei de poténcia. A convergéncia é
rapida para um numero grande de osciladores diretores.

5.4.2 ACOPLAMENTO COM N OSCILADORES DO SISTEMA G-B

Na subsecao (5.4.1), nos realizamos a andlise tedrica para o acoplamento com
qualquer valor de N (numero de diretores adicionados ao receptor). A seguir, iremos
aplicar essa andlise tedrica no sistema G-B e depois demonstrar resultados numéricos
da analise tedrica.

Vamos reescrever as equagodes diferenciais dos osciladores diretores, que pos-
sam ser utilizadas para qualquer numero inteiro postivo, e também reescrever as
equagdes do receptor.

Osciladores diretores, X,,:

Tn

Ty = R glen — yn) (5.20a)
Un = glTn —yn] — 2 (5.20b)
2n = Yp — 2n I3, (5.20c)

onden=1,23,...,N.
Oscilador receptor, X:

}% —glr —y] + K {[ei (g — 2)] + [ca(e — )] + ... + [en(z, — 2)]} (5.214)
gy = glz—yl—z+ Ke{lealys —y)] + [e2(y2 — )] + - + [enlyn — 9)]} (5:21D)
Z2 = y—2zRs+ Kss{[c1(z1 — 2)] + [ca(z2 — 2)] + ... + [en(zn — 2)]}, (5.21¢)

Modificado as equacdes acima, consequentemente, as Egs. (5.3) também sao
alteradas,

Sinal Soma, X,:

Ty = Tp/N (5.22a)
Ys = Yn /M (5.22b)
Zs = Zn /M, (5.22¢)

onden=1,23,...,N.
Dado as equacdes acima, vamos definir o fluxo do sistema G-B,

7 — 9lr — ]
FX,)=|glx—y] -2, (5.23)
Yy — RgZ
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onde g[z — y| € o termo de ganho que descreve a corrente que flue no dispositivo néo-
linear. Resolvendo a Eq. (5.14) para o sistema G-B, com qualquer nimero de osciladores
diretores, consideramos apenas os termos diagonais da matriz de acoplamento K, onde
0s outros termos K; # 0 e K;; = 0, sendo i # j. Os autovalores, A\, da matriz jacobiana,
M, sédo dados por

det] 3 V-Xx -1 |=0, (5.24)
0 1 W —A
onde U = (1/R1 — B —CKy1),V = (=8 —CKy), W = (=R; — CK33). O termo [ e,
consequentemente, os autovalores, )\, dependem das trajetorias de X,. Da Eq. (5.24),
escrevemos o polinémio caracteristico,

a\’ +b\ +cA+d=0, (5.25)

coma=1.0,b=—(U4+V+W),d=(UV+UW+VW+1-p*ee=—-U(VW+1)+W 32,
cujas solucoes sao

1 , Ay
5 3 1/3
a = <A1i ?1 4A0> , (5.26b)

para j € {0,1,2}. Na Eq. (5.24), £ = (=14 V/3i) /2, Ag = b? — 3ad € Ay = 2b° + 2Ta%e —
9abd. Considerando o nivel de acoplamento igual para todos os diretores, ou seja,
¢, = c para qualquer n resulta em C' = ¢N. Na Fig. (56), construimos o grafico dos
autovalores do maximo local em fungao do tempo para as trajetérias X(¢), usando dois
(N = 2) ou quatro (N = 4) diretores, com trés valores diferentes de ¢ (0.10, 0.20, 0.25).
Ha uma margem de 1% de diferenca entre os pardmetros de todos os osciladores e os
termos da diagonal da matriz K assumem os valores K;; = Ky = 1.0, correspondendo
ao acoplamento com as variaveis = (1) e y (13) simultaneamente, e K33 = 0.0. Essas
condicoes reproduzem os resultados das Fig. (50).

Os autovalores sao diferentes ao longo da trajetéria, um Unico autovalor posi-
tivo pode causar instabilidade na sincronizag&o. Portanto, o expoente de Lyapunov
transversal, A, é determinado pelo autovalor maximo nas séries temporais (Eq. (5.15)).
Nés construimos dois gréaficos para observar o comportamento de A: (1) A em funcéo
da forca de acoplamento, c, Fig. (57a); e (2) A em funcao do numero de osciladores
diretores, N, Fig. (57b). Ratificando os resultados anteriores, ou seja, o receptor con-
verge com o sinal soma e conforme aumentamos o numero de diretores a convergéncia
melhora.
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Figura 56 — Autovalores maximos da trajetéria X,, calculados para: (a), (b) e (c) com
N = 2;(d), (e) e (ff com N = 4. Sendo (a), (d) com ¢ = 0.10; (b), (€) com
¢ =0.20; e (c), (f) com ¢ = 0.25.

Fonte: Autor

Figura 57 — (a) A x ¢, para diferentes nimeros de diretores: N = 1 (quadrados pretos),
N = 2 (circulos vermelhos), N = 4 (tridngulos para cima verdes), N = 6
(triangulos para baixo azuis), N = 8 (losangos cianos) e N = 10 (tridangulos
para a esquerda magenta). (b) A x N:c = 0.1 (quadrados pretos), ¢ = 0.2
(circulos vermelhos), ¢ = 0.4 (triangulos para baixo verdes) e ¢ = 0.6
(tridangulos para baixo azuis).

Fonte: Autor
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Até aqui temos analisado a estabilidade da sincronizacdo do receptor com o
sinal soma, fundamentado na analise tedrica da subsecédo (5.4.1). A seguir, vamos
apresentar resultados numéricos tomando como critério avaliativo a distancia escalar
entre as trajetdrias do receptor (X) e do sinal soma (X;), |z, |s, as séries temporais e 0s
retatos de fase.

Inicialmente resolvemos as Eq. (5.20) e Eq. (5.21), para n variando de 2 até N =
10, onde cada oscilador diretor evolue independentemente e os niveis de acoplamento
1 =cy=...=cp =c= 1.0. Apresentamos as solugdes numéricas na Fig. (58). Note
que, nos retratos de fase das variaveis = x z,, y X y, € z X z,, a formacao da reta na
diagonal torna-se mais evidente conforme n tende para N, nos indicando um possivel
estado de sincronismo completo.

Figura 58 — Sistema G-B, com ¢; = ¢, = ... = ¢19 = ¢ = 1.0: Retrato de fase das
variaveis, x, x z. lado esquerdo, y, x y, no centro, z, x z, lado direito. Com
(@ n=2;(b)n=4;(c)n==6;(d)n=_8;(e)n=10.

Fonte: Autor
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As Fig. (59) apresentam a medida de convergéncia |z |, — 0, para n = 2,6, 10.
Esolhemos apenas esses trés valores de n, porque eles sao intermediarios e pode nos
da uma visao geral do comportamento de |z, |;. Os resultados de |z, |5, nos mostra,
claramente, que a amplitude maxima da medida diminui com o aumento do numero de
n, OU seja, |z, |, tende a zero mais facilmente com um nimero maior de osciladores
diretores. Note que alteramos as escalas para cada solugéo obtida com um n diferente,
no intuito de facilitar a visualizagao e percebemos como essa reducao nas amplitudes
é significativa.

Figura 59 — Série temporal: (a) |z, |5, com n = 2; (b) |x|s, cOM n = 6; € (C) |z, |s, COM
n = 10.

Fonte: Autor

Noés também medimos os valores maximo, || |naz, » € Medio, | |yms,, €M
funcédo do nivel de acoplamento, ¢, variando entre 0.0 e 1.0. Os resultados estao
apresentados nas Fig. (60), as quais nos mostram que as medidas decaem cada vez
mais rapido conforme n cresce, ou seja, com n cada vez maior nao precisaremos de
um nivel de acoplamento relativamente grande para que a convergéncia ocorra. Isso
significa que o receptor converge mais rapido em fungdo do numero de n e nao do
nivel de acoplamento.

Conforme os resultados da medida |z |,.s, NOS indicou anteriormente, a rapida
convergéncia do receptor com o sinal soma ocorre em fungéo do nimero de osciladores,
nds calculamos numericamente as Eq.(5.20) e Eq. (5.21) para n variando de 2 até N
= 50 (lembrando que todos séo osciladores diretores evoluindo independentemente)
e construimos o grafico |z |...s, €m funcdo de N. A Fig. (61) nos mostra que o decai-
mento da solugdo de |z |...s, S€ comporta seguindo a lei de poténcia (comportamento
estatistico ndo-normal), ou seja, N~* onde a = 1.2. Esse resultado foi previsto pela
analise tedrica na subsecao (5.4.1), mas especificadamente com a Eq. (5.19).
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Figura 60 — Convergéncia do oscilador receptor com o sinal soma, variando o valor de
c de 0.0 até 1.0: (a) |2 |maz, € () |21 |rms,,» para n = 2 (quadrados pretos),
n = 4 (circulos vermelhos) e n = 10 (triangulos azuis).

Fonte: Autor

Figura 61 — |z |,mms, €M fungdo de N, com N2, reta vermelha, onde o = 1.2.

Fonte: Autor

Usando o sistema G-B, nos mostramos que um oscilador caético pode correlacionar-
se com um sinal que consiste na soma de sinais de outros osciladores cadbticos idénticos.
Também mostraremos, na préxima subsecéo (5.4.3), que esse mesmo comportamento
€ observado com osciladores do sistema de Lorenz.

5.4.3 SISTEMA DE LORENZ

Temos usado o sistema Gauthier-Bienfang (G-B) como plataforma para explorar
a configuracao de acoplamento, na qual somamos os sinais dos osciladores diretores e
adicionamos no receptor. No entanto, como veremos nesta subsecao, nds investigamos,
numericamente, 0 mesmo comportameno em um sistema diferente. Nés escolhemos o
sistema de Lorenz por ser bastante conhecido e explorado na literatura. Preparamos
a simulacao numérica para seguir a configuracao de acoplamento representada pelo
diagrama esquematico da Fig. (55).

Vamos escrever o conjunto de equacdes do sistema de Lorenz, para descrever
os osciladores diretores;, e receptor;, 0 subescrito L é apenas para nao confundirmos
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com o sistema G-B:

Osciladores diretores;,, X, :

Tny = 0(Yn, — Tny) (5.27a)
Yn, = PTn = Yny = ZnyTny (5.27b)
ZnL = TnpYnp — 627"%’ (527(3)

Oscilador receptor;,, X;.:

g = o(yr — )+ Kuf{la(z, —2p)] + [ea(we, —2)] + . + [en(@n, —21)]} (5.28a)
g = prr—yr — 22 + Kaaflei(yi, —yr)] + [ea(y2, —yr)l + o + [cn(Yn, — (5-B8D)
2 = apyr — Pz + Kss{[ci(z1, — 2z1)] + [c2(z2, — 2)] + ... + [en(2n, — 21)]}, (5.28¢)

onden =1,2,3,..., N € o numero de osciladores diretores;, c = 10, p=24e 5 =8/3
sao0 os parametros dos osciladores, K é a matriz de acoplamento, € mais uma vez, nés
utilizamos apenas os termos diagonais dessa matriz, Ky, Koo, K33] € ¢1, ¢2, ..., ¢, SA0
0s niveis de acoplamento de cada diretor;, respectivamente.

O sinal soma do sistema de Lorenz é definido da mesma forma que definimos
com o sistema G-B (Eq. (5.29)), ou seja,

Ts, = Tp/n (5.29a)
Ys, = Yn/T0 (5.29b)
Zs, = Zn /M. (5.29¢)

Inicialmente, nds calculamos as Eq. (5.27) e Eq. (5.28), onde variamos o numero
de osciladores diretores;, de n = 2 até N = 10, com os termos diagonais da matriz
de acoplamento, K, K;; = 0.0, K» = K33 = 1.0, ou seja, acoplamento com y e z,
simultaneamente, e ¢; = ¢; = ... = ¢19 = 10. Os demais termos de K sao todos iguais a
zero, K;;, sendo i # j. A escolha para acoplar em y e z foi devido ao fato de que eles
respondem muito melhor ao sincronismo do que com as outras variaveis, por exemplo,
em z e y ou z € z. Observamos 0 mesmo comportamento apresentado com o sistema
G-B nas Fig. (58) e Fig. (59), ou seja, o oscilador receptor; sincroniza com o sinal
soma, X;, . As séries temporais das Fig. (62) e os retratos de fase das Fig. (64), nos
mostra claramente essa sincronizacdao e como ela melhora a medida que o numero de
diretores; aumenta. Esses resultados indicam que essa sincroniza¢ao contra-intuitiva
com a superposi¢ao de sinais cadticos nao é um fendmeno intrinseco do sistema G-B.
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Figura 62 — Sistema de Lorenz, com c: Séries temporais das vairaveis x; e =, lado
esquerdo, y, e y, N0 centro, z, e z, no lado direito: (a) n = 2; (b) n = 4; (¢)
n = 6; (d) n = 8; (e) n = 10.

Fonte: Autor

Aumentamos o numero de osciladores diretores;, variando n de 2 até N = 50
e calculamos a medida de convergéncia |z |.ms.. Com a solugdo desse célculo, nés
construimos o grafico |z |.ms, €m fungdo de N, apresentado na Fig. (65). Note como a
solucédo da medida de convergéncia decai seguindo lei poténcia, N~¢, onde a = 1.0,
como ocorre de igual modo com o sistema G-B na subsecao (5.4.2), mostrando a rapida
convergéncia entre o receptor;, e o sinal soma, conforme n cresce.

No préximo capitulo apresentaremos os resultados experimentais que validam
nossos resultados numéricas da sincronizacao de um oscilador caético com uma
superposicao de sinais.
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Figura 63 — Sistema de Lorenz, com c: Retratos de fase das vairaveis =, x z, lado
esquerdo, y; X y, No centro, z; X z, no lado direito: (a) n = 2; (b) n = 4; (c)
n = 6; (d) n = 8; (e) n = 10.

Figura 64 — Fonte: Autor

Figura 65 — Medida da convergéncia |z |..ms, €m fungdo de N variando de 2 até 50,
com Ky =Ksz3=10eci=c=..=c5=c=0.5.

Fonte: Autor
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6 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nos capitulos anteriores, nds apresentamos resultados numéricos do acopla-
mento de dois, ou mais, osciladores diretores adicionados unidirecionalmente a um
oscilador receptor e discutimos como o receptor correlaciona-se com o sinal, composto
pela soma dos sinais dos diretores. Neste capitulo vamos apresentar os principais
resultados experimentais confirmando esses calculos numéricos. O trabalho experi-
mental passou por algumas adaptacdes necessarias, mediante a pandemia do novo
coronavirus (COVID-19). Devido o tempo que estivemos afastados do laboratério, ndo
foi possivel realizar todo o procedimento como haviamos planejado, mas isso nao
comprometeu o essencial de nossos resultados ou analises. A seguir vamos apresentar
o circuito eletrénico que implementa o sistema G-B (se¢éo (6.1)). Apresentaremos
ainda o esquema para o acoplamento (secao (6.2)), a realizagdo desse acoplamento,
os resultados observados e sua comparacao com os resultados numéricos (secao

(6.3)).

6.1 SISTEMA ELETRONICO

O sistema escolhido como plataforma de estudo experimental foi o sistema
Gauthier-Bienfang (G-B), representado pelo diagrama esquematico da Fig. (66a), o
qual ja foi devidamente explorado e descrito neste trabalho. Seguindo o diagrama
da Fig. (66a), trés osciladores eletrénicos foram montados individualmente para que
pudéssemos implementar o sistema G-B e, assim, realizarmos o acoplamento com
dois osciladores diretores e um oscilador receptor. Tomamos cuidado para os seus
componentes tivessem limitados em uma margem de 1% de diferenca em relagéo ao
valor nominal e, consequentemente, a diferenca entre eles. A montagem final de um dos
trés osciladores eletronicos esta apresentada na Fig. (66b). Os valores nominais dos
componentes do sistema eletronico G-B sado: Capacitores, C; = C, = 10nF’; Resistores,
R, = 2.2k, R, = 1.2kQ, R. = 1.5k, Ry = 8.06k(2, R3 = 10082; Indutor, L = 56mH; e
Diodos, 1/N4148; e amplificador operacional, Op07.

Com os osciladores eletrdnicos montados, nés verificamos o funcionamento dos
mesmos. As Fig. (67a,b) nos mostram as curvas experimentais da série temporal e do
retrato de fase das variaveis V; e ; de um circuito oscilador evoluindo livremente. Os va-
lores dos componentes utilizados foram: R, = 2.1935k€2, R, = 1.2023k), R. = 1.4799kS2,
Ry = 8.06k82, R3 = 10092 e C; = Cy = 9.89nF. Essas observagdes sao importantes
de serem feitas para garantir o funcionamento do oscilador, principalmente antes de
realizar o acoplamento, como esta mostrado na Fig. (68). Os dados experimentais das
variaveis V; e V, foram obtidos por meio das imagens do osciloscépio. Note que o
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Figura 66 — Sistema Gauthier-Bienfang: (a) diagrama esquematico e (b) sistema eletrb-
nico.

Fonte: Autor

comportamento do nosso oscilador eletrénico corresponde bem com o comportamento

observado numericamente, Fig. (67c,d), obtido com os parametros adomensionais:
Ry =1.300, Ry = 3.440 e R3 = 0.193.

Figura 67 — Sistema Gauthier-Bienfang. Séries temporais e Retratos de fase das va-
riaveis V1, linha ciana, V4, linha amarela: (a), (b) Resultado experimental,
imagem do osciloscépio, com amplitude de 500mV,, e escala temporal de
250us, onde a tela total consiste em 2500us; (c), (d) Resultado numérico,
com a escala temporal ajustada para ps.

Fonte: Autor
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Figura 68 — Verificagcdo do funcionamento adequado dos osciladores eletrénicos.

Fonte: Autor

Uma motivagdo para utilizar esses sistemas eletrénicos néo-lineares é que
eles sdo de facil implementagdo numérica e experimental. Evidentemente, facil ndo
significa trivial e a realizagcao experimental pode ser bastante trabalhosa e complicada.
Disponibilidade de bons dispositivos, construcdo de placas de circuitos, que sejam
reprodutiveis, com baixo ruido e capacitancia parasita. Esses sdo alguns dos fatores
importantes que podem comprometer os resultados ou garantir o bom funcionamento
do sistema eletrdnico. Outro tipo de dificuldade se refere aos equipamentos de medida
e aquisicao. Neste trabalho, como veremos a seguir, nés usamos osciloscépios para a
aquisicao de sinais de tenséo, particularmente V; e V5.

Verificado o funcionamento correto dos osciladores eletrénicos, 0 nosso pré-
Ximo passo € preparar 0 esquema de circuitos que nos permita acoplar, de forma
aditiva e unidirecional, dois osciladores eletronicos cadticos a um oscilador idéntico.
Abordaremos essas realizacdes na préxima secao.

6.2 ESQUEMA PARA O ACOPLAMENTO

Nesta secao iremos apresentar os circuitos eletronicos que preparamos para
acoplar dois osciladores eletrénicos caodticos, apresentados na segédo (6.1), a um
oscilador idéntico. Utilizamos a mesma configuragdo explorada numericamente no
Capitulo 5, em que chamamos de diretores os dois osciladores acoplados no oscilador,
indentificado como, receptor. Acoplamos os dois diretores no receptor, por meio de
um circuito somador (SA) e um amplificador diferencial (AD). O SA é responsavel por
somar os sinais dos osciladores diretores e o AD por realizar a diferenga entre o sinal
soma e o sinal do receptor.
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O SA é, basicamente, um amplificador somador inversor mais um inversor,
composto por amplificadores operacionais e resistores, conforme o diagrama esque-
matico apresentado na Fig. (69). Vamos dividir nosso SA em duas partes e deduzir as
equacodes que o descreve: 1) amplificador inversor; e 2) inversor.

Na parte (1), as correntes, i, € i,, que fluem para o amplificador operacional sao

i = Ly = 2 (6.1)

e a corrente total, = i; + i,. O sinal de saida, V., ha Fig. (69),

0— V:Juh = ]Rg — Vout1 = —IRg (62)

Substituindo a corrente total, I, na Eq. (6.2), obtmeos

R R
Vouts = — (i1 +12) Rz = Vout, = = | =2 Viny + = Vin (6.3)
R, R,
Na parte (2), no inversor, temos que
Vouts, — Vouty Rs Rs R3 R3
— — =0 ‘/ou = __‘/ou 1= T 5 |~ —V;m _V;n =
Re TR, 7 Vewn = T Voun = T | T\ R Vim R Vin,
Rs Rs Rs
= Vouts — &5 _‘/WL _‘/zn s 6.4
V t2 R4 |:<R1 1+R2 2):| ( )

assim, obtemos a equacao final do nosso SA. Note a importancia de termos adicionado
um inversor.
Figura 69 — Diagrama esquematico do circuito somador com Ry = Ry, = R3 = Ry =

R; = 100k€2, onde A e B sdo os op-amp do 7T'L082. Todos os resistores
todos iguais, o ganho sera igual a 1.0

Fonte: Autor

O AD também consiste de amplicadores operacionais e resistores, como esta
apresentado no diagrama esquematico da Fig. (70). Note que a area demarcada pela
linha azul representa o amplificador operacional I N A146, um amplificador de diferenca
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de precisao. N6s montamos o componente de acordo com as informacdes do datahseet,
cuja equacgao que descreve o I NA146 é

‘/outo - (V;, - ‘/m,)G(l + Rl?/Rll)a (65)

n
onde V;,, e V,,_ s&o os sinais de entrada, G = 0.109 € o ganho e Ry, = 1kQ, Ry =
8.2k€Q2. Importante que o AD tenha um ganho igual, ou aproximadamente, a 2.0, pois
o ganho, aqui, representa os niveis de acoplamento que utilizamos nos capitulos
anteriores, ou seja, ¢, s, ...,c,. O acoplamento com dois diretores e um receptor,
explorado no Capitulo 5, secéo (5.3), utilizamos ¢; = ¢, = 2.0. Assim, para que o AD
tivesse um ganho igual, ou aproximadamente, a 2.0 e obtermos resultados comparaveis,
adicionamos um segundo amplificador para aumentarmos o ganho. Apds realizar a
diferenca entre o sinal soma e o sinal do receptor, esse sinal da diferenca € utilizado
para realimentar o receptor. A equacao final do nosso AD fica

R14) K R12> (2R9 Ry ) 2Vout

Vowr = |1+ — 1+ - Vin — —————— 6.6
' ( Ri3 Ryy Ry Rs + Ry 1 + Rys/Rus (6.6)
onde V;, € a entrada do sinal soma e V,,,; é saida do sinal AD que alimenta o receptor.
Usamos Rz = Rg = 100kQ), Ry = Ry = Ry = Ri3 = R4 = 10k€2. Os valores desses
componentes sé@o os valores nominais. O valor real pode ser relativamente diferente, de
acordo com a margem percentual. Nossos componentes estdo dentro da margem de

1% e mesmo assim, n6s escolhemos os mais préximos possiveis para que a diferenca
fosse minima.

Figura 70 — Diagrama esquematico do amplificador de diferenca.

Fonte: Autor

Na préxima seg&o vamos mostrar como as conexdes dos osciladores eletronicos
com o SA e AD sao realizadas para que o acoplamento aditivo unidirecional ocorra e
os resultados desse acoplamento.
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6.3 ACOPLAMENTO E RESULTADOS

Nas seg¢des anteriores nds apresentamos os sistemas eletrénicos que imple-
mentam o sistema G-B e que realizam as operagdes soma, dos sinais dos osciladores
diretores, e diferenca, do sinal soma e receptor. Nesta secao, iremos mostrar como as
conexdes foram realizadas para que pudesse ocorrer o acoplamento, a aquisi¢cao dos
dados e os resulados experimentais, sempre comparando com as solugées numéricas
correspondentes. Lembrando que essas solu¢des numéricas séo as mesmas que apre-
sentamos no Capitulo 5, para o acoplamento via z, via y e via = e y, simultaneamente.

Realizamos as conexdes para dois diretores que seguem: os sinais dos oscilado-
res diretores sdo passados para o SA, em seguida o sinal do SA é passado para o AD
juntamente com o sinal do receptor. Essas conexdes estao representadas no diagrama
esquematico da Fig. (71), a qual mostra a soma das variaveis =, e x, dos diretores 1
e 2. O esquema é 0 mesmo para as variaveis y; e y».. Para esse tipo de acoplamento,
ndés montamos dois somadores, SA e dois amplificadores de diferenca, AD. Essas
montagens foram realizadas em uma protoboard, exceto um somador que ja tinhamos
montado em uma placa de circuito impresso. Todo esse esquema experimental garante
que o acoplamento seja aditivo e unidirecional, onde as varidveis x e y podem ser
acopladas individualmente ou simultaneamente. A priori nés ndo iriamos utilizar a
protoboard na montagem definitiva, mas apenas para testes iniciais. Os desenhos
dos circuitos j4 estavam prontos para a impressdo e montagens dos circuitos. No
entanto, problemas técnicos com a prototipadora e em seguida com a suspensao das
atividades no laboratério devido a pandemia, recorremos ao protoboard para realizar o
experimento, quando voltamos a trabalhar, em isolamento, no laboratério.

Figura 71 — Diagrama esquematico do acoplamento.

Fonte: Autor

O sistema de aquisicao de dados é composto, basicamente, por um osciloscopio,
pendrive e microcomputador. Inicialmente, preparamos placas de aquisicao e o software
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LabView. Devido a pandemia alteramos o cronograma de atividades no laboratorio, o
uso da placa de aquisi¢ao nao foi possivel sem a presenca de outros pesquisadores.
Essa limitacdo n&o altera o essencial dos resultados, apenas adaptamos a técnica
de aquisicao para obtencao dos dados. Portanto, ndo ha prejuizo na validacao dos
resultados experimentais apresentados e discutimos mais adiante. Outro detalhe que
devemos frisar aqui, a respeito da aquisi¢céo, € que nds ajustamos a escala temporal
dos resultados numéricos para que pudessemos compara-los com os experimentais.
Esse ajuste consiste em converter a escala temporal adimensional para a unidade de
us (microssegundo). Portanto, todos os resultados numéricos serdo apresentados com
essa escala de tempo.

Nos acoplamentos apresentados a seguir, utilizamos a mesma notagao do
Capitulo 5 para identificar as variaveis do sistema Gauthier-Bienfang. Ou seja, V; =z e
V5 = y. O sinal soma, composto pela soma das variaveis dos osciladores diretores, com
0 subescrito s na variavel que corresponde a soma. Por exemplo, =, = (x; + x2)/2 €
ys = (y1+y2)/2. Construimos uma tabela com os valores dos componentes utilizados no
acoplamento experimental, que estao apresentados na Tabela 2. Para o acoplamento
numérico, usamos 0s valores admensionais, os mesmos do Capitulo 5, que sao:
Ry = 1.300,1.310, 1.313; R, = 3.44,3.465,3.475; € Ry = 0.193,0.194, 0.195.

Tabela 2 — Valores dos componenetes dos osciladores

Osciladores Componentes experimentais

R,, Ry, R, Ry Ry | Cie (s
diretor 1 2.1940k€2, 1.2013k€2, 1.4799k€2 | 8.06k€2 | 1002 | 9.89nF
diretor 2 2.1930k€2, 1.2010k€2, 1.4790k€2 | 8.06k€2 | 10012 | 9.8TnF
receptor 2.1945k€2, 1.2023k€2, 1.4802k€2 | 8.06k€2 | 10012 | 9.86nF

Inicialmente, n6s acoplamos apenas com a variavel = (V4), depois s6 com a
variavel y (15) e, finalmente, com as duas variaveis, = € y, simultaneamente. Para o
acoplamento via z, utilizamos dois SA e um AD. Um SA e um AD foram usados para
acoplar aditivamente o sinal soma dos z’s dos diretores, =, € 0 segundo SA para
observamos o comportamento de y do receptor em relagdo ao sinal da soma dos y/'s,
ys, também dos diretores. Ou seja, nés realizamos o acoplamento conforme o diagrama
esquematico da Fig. (71). As Fig. (72) nos mostra os resultados desse acoplamento,
tanto experimental quando numérico. Note que os resultados experimentais, Fig. (72a-
c), ratificam as solucées numéricas, Fig. (72d-f), para o mesmo acoplamento. Embora
nao haja uma completa convergéncia, devido as diferencas de amplitude, o oscilador
receptor segue o sinal soma (ou sinal do SA), y,, € ndo possui correlagdo com nenhum
dos dois diretores individualmente. Esses resultados estdo em acordo com as analises
feitas na secao (5.1) do capitulo 5.
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Figura 72 — Acoplamento via = (). Série temporal e retratos de fase das variaveis
Y1, Y2, Ys, linha amarela, e y, linha ciana: (a)-(c) Resultado experimental,
consiste nas imagens do osciloscépio com amplitude de 500mV,,, e a escala
temporal de 250us, a tela completa contém 2500us; (d)-(f) Resultados
numeéricos com a escala temporal ajustada para us.

Fonte: Autor

Para o acoplamento via y (1), o procedimento experimental € do mesmo modo
como foi realizado com o acoplamento via x (), apresentado anteriormente. Ou seja,
usamos dois SA e um AD. Agora, o sinal que serd acoplado aditivamente, garantindo
a unidirecionalidade, é o sinal soma dos y’s. Com o segundo SA observamos o0 com-
portamento da variavel x do receptor em relacao ao sinal soma dos z’s dos diretores,
xs. Os resultados experimentais, como também numéricos, estdo apresentados nas
séries temporais e retratos de fase das Fig. (73). Note que mesmo sem uma exata
sobreposicao de fase e amplitude, na série temporal do resultado experimental o recep-
tor possui mais correlagao com o sinal soma =z, Fig. (73c), do que com os diretores
individualmente, Fig. (73a,b). Esse comportamento se reflete nos retratos de fase.
Observe que x x x, tende a formacao de uma reta na diagonal mais do que = x z; e
x X x9. Esses resultados nao difere do que foi obtido com as solu¢des numéricas, Fig.
(73d-f).
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Figura 73 — Acoplamento via y (13). Série temporal e retratos de fase das variaveis
x1, T2, Ts, linha amarela, e x, linha ciana: (a)-(c) Resultado experimental,
consiste nas imagens do osciloscopio com amplitude de 1V, e a escala
temporal de 250us, a tela completa contém 2500us; (d)-(f) Resultados
numeéricos com a escala temporal ajustada para us.

Fonte: Autor

Depois do acoplamento individual de = e y, nds realizamos o acoplamento
usando as duas variaveis simultaneamente. Para acopla-las dessa maneira, nés utiliza-
mos dois somadores (SA) e dois amplificadores de diferenca (AD). O procedimento que
usamos para acoplar cada variavel separadamente, discutido acima, € 0 mesmo para
acoplar = e y simultaneamente. Portanto, nés acoplamos experimentalmente os sinais
soma z, € y,, dos osciladores eletrénicos diretores, aditivamente no oscilador eletrénico
receptor. Os resultados estdo apresentados nas séries temporais e nos retratos de fase
das Fig. (75) e Fig. (76). Os quais comparamos com as solucées numéricas que corres-
ponde ao acoplamento experimental. Lembrando que a escala de tempo das solugdes
numéricas foram ajustadas para us, possibilitando essa comparagao. Os resultados
mostram claramente que o oscilador receptor ndo esta sincronizado com nenhum dos
osciladores diretores individualmente, ou seja, fase e amplitude descorrelacionadas,
Fig. (75a,b) e Fig. (76a,b). Da mesma maneira que observamos no acomplamento
individual das variaveis. Porém, o receptor esta sincronizado com o sinal soma, mesmo
com uma pequena diferenga relativa nas amplitudes, as fases estéo correlacionadas,
Fig. (75¢) e Fig. (76c). Note que o comportamento experimental apresenta coeréncia
com os resultados numeéricos, que nos mostra da mesma forma o receptor convergindo
com o sinal soma, seja =, ou y,, Fig. (75f) e Fig. (76f).
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Figura 74 — Sincronizagédo de um oscilador do sistema G-B com uma combinagéo linear
de dois osciladores idénticos. Séries temporais e retratos de fase das varia-
veis x1, x9, x5 € x, linha vermelha: (a), (b) e (c) Resultados experimentais,
linha preta; (d), (e) e (f) Resultados numéricos, linha azul.

Figura 75 — Fonte: Autor

Figura 76 — Sincronizagao de um oscilador do sistema G-B com uma combinagéo linear
de dois osciladores idénticos. Séries temporais e retratos de fase das va-
riaveis y1, 12, ys € y, linha vermelha: (a), (b) e (c) Resultados experimentais,
linha preta; (d), (e) e (f) Resultados numéricos, linha azul.

Fonte: Autor

Neste capitulo nés exploramos experimentalmente o acoplamento de dois oscila-
dores eletrénicos cadticos a um terceiro oscilador eletrénico idéntico. Esse acoplamento
resultou na sincronizacao do receptor com o sinal soma. Esse sinal soma € a super-
posicao dos sinais dos outros dois osciladores eletrénicos. A tendéncia do receptor
correlacionar com o sinal soma ocorreu tanto nos acoplamentos com as variaveis = e y
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individualmente, quanto com elas acopladas simultaneamente. O interessante desses
resultados é que esse tipo de sincronizagao é contraintuitiva e ndo é intrinseco do
sistema G-B. Além disso, até onde investigamos, ainda ndo havia sido relatado na
literatura que um sistema nao-linear pudesse sincronizar com uma superposi¢ao de
sinais.

Nossos resultados apresentados até aqui sdo um ponto de partida para guiar
novas investigacoes, principalmente experimentais, como aumentar o numero de osci-
ladores eletronicos caoticos no acoplamento. Pois neste capitulo os resultados consiste
apenas com dois.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho desenvolvido nesta dissertacao explorou o fendmeno da sincroniza-
cao em sistemas cadticos. Apresentamos alguns tipos de sincronismo e discutimos
alguns deles como a sincronizacdao completa, sincronizacao de fase ou generalizada.
Também apresentamos a sincronizagao intermetente que ocorre, por exemplo, no
acoplamento aditivo unidirecional, entre dois osciladores do sistema Gauthier-Bienfang
(G-B). Para esse comportamento sua analise estatistica de sincronizacao resulta em
uma distruibuicdo que segue lei de poténcia para eventos de amplitude intermediaria,
mas também apresenta eventos extremos do tipo dragao-rei, que desviam da lei de
poténcia. Construimos nossos osciladores com os quais repetimos essas observacoes.
Com esse mesmo sistema G-B, nds tinhamos o objetivo, inicialmente, de estudarmos
0 acoplamento aditivo unidirecional com dois osciladores cadticos, ampliando assim
os estudos com um Unico oscilador idéntico. A motivacao inicial desses estudos era
investigar uma possivel “disputa"entre os sinais dos dois osciladores que seriam acopla-
dos. Os dois osciladores estariam evoluindo em regimes diferentes. Assim, com essa
diferengca no comportamento dindmico de cada um, através de filtros de frequéncia
e/ou atraso entre os sinais, esperdvamos eventualmente observar estados do tipo
quimera, onde o oscilador receptor pudesse coexistir entre dois regimes diferentes.
No entanto, durante a investigacéo, por meio de célculos numéricos, obtivemos os
resultados de uma sincronizacao do oscilador receptor com o sinal soma. Esse sinal
soma € o resultado da superposicao dos sinais dos outros osciladores. Isso foi possivel
utilizando apenas uma variavel ou duas variaveis simultaneamente nos acoplamentos.
Nés varificamos essa sincronizacao experimentalmente com osciladores eletrénicos
cadticos, que implementou o sistema G-B, consolidando nossos resultados numéricos
desses resultados completamente originais.

Mesmo sendo uma correlacédo contraintuitiva, nés mostramos através da ana-
lise da sincronizagao do oscilador receptor com o sinal soma, particularmente com o
sistema G-B, através das medidas de convergéncia das grandezas || | ez © |71 |rms»
que a correlagdo ocorre ao passo que essas medidas tendem a zero, mediante o
aumento do nivel de acoplamento. Nota-se a estabilidade dessa sincronizacdo, em que
0 receptor mantém-se travado ao sinal soma de forma permanente. Além disso, a quali-
dade da correlacao se revelou melhorar quando aumentamos o nimero de osciladores
acoplados no receptor. Consequentemente, com esse aumento de osciladores, nao
seria necessario o mesmo nivel de acoplamento para que a convergéncia entre 0 0sci-
lador receptor e o0 sinal soma ocorresse. A partir desses resultados, ndés conseguimos
demonstrar, teoricamente e numericamente, que essa melhoria segue lei de poténcia,
onde a medida |z, |..s decai rapidamente, quando o numero de osciladores cresce.
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Esses comportamentos, estudados sistematicamente com o sistema G-B, também
foram observado no sistema de Lorenz.

Os resultados que apresentamos nesta dissertagdo, abrem novas opgoes de
investigagao no sentido de explorar outros sistemas nao-lineares o mesmo compor-
tamento, além daqueles que ja investigamos aqui. Um outro ponto importante, dos
nossos resultados, € que a configuracdo de acoplamento que utilizamos se asseme-
Iha com a de um neurdnio. Individualmente cada neurénio tem uma configuracao de
conexao muito assimétrica, com um numero muito grande de entradas e uma unica
saida, justificando o aprofundamento do estudo de configuracdes de saida Unica em
sincronizacao de rede.
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