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RESUMO

A sincronização é um fenômeno que permeia diferentes áreas como a física, a bio-
logia e a engenharia, onde o acoplamento mútuo de osciladores resulta em efeitos
dinâmicos coletivos. Descrever e caracterizar estes comportamentos é essencial para
a compreensão de redes complexas. Partindo das equações diferenciais que regem
estes sistemas, realizamos simulações numéricas e experiências para investigar a
sua evolução temporal e funcionamento em regime caótico. Para uma análise mais
abrangente é necessário considerar diferentes tipos de acoplamento, mecanismos e
arquiteturas complexas de redes de osciladores. Neste trabalho investigamos a sin-
cronização de osciladores tipo Colpitts operando em regime não-linear, explorando
configurações de acoplamento unidirecional e bidirecional, com e sem a presença de
atraso. Os osciladores Colpitts, conhecidos pela sua estrutura eletrônica simples e ro-
busta, com grande estabilidade e ampla gama de frequência de funcionamento são
examinados em detalhe através das suas equações de estado normalizadas e explo-
rando seu regime caótico de funcionamento. Esta dissertação aborda a sincronização
destes osciladores sob diferentes configurações de acoplamento, incluindo o acopla-
mento direto (ou linear), com uma linha de atraso entre os seus pares de osciladores.
A formação de grupos sincronizados em redes de osciladores acoplados é discutida,
demonstrando como a interconexão de múltiplos sistemas pode resultar em padrões
coletivos emergentes. Por exemplo, ao introduzir atrasos entre vizinhos, observa-se a
sincronização sem atrasos entre osciladores que não são primeiros-vizinhos, a cha-
mada sincronização com atraso-zero. Os resultados obtidos com estes osciladores
eletrônicos contribuem para a compreensão do fenômeno de sincronização à distân-
cia em sistemas caóticos, destacando o efeito de atraso-zero, cujos possíveis impactos
são importantes em sistemas complexos, como as redes neuronais.

Palavras-chaves: Sistemas Dinâmicos, Dinâmica Não-Linear, Sincronização, Oscila-
dores Colpitts, Acoplamento, Atraso, Clusters Sincronizados.



ABSTRACT

Synchronization is a phenomenon that permeates different areas such as physics, bi-
ology, and engineering, where the mutual coupling of oscillators results in collective
dynamic effects. Describing and characterizing these behaviors is essential for under-
standing complex networks. Starting from the differential equations governing these
systems, we perform numerical simulations and experiments to investigate their tem-
poral evolution and operation in chaotic regimes. For a more comprehensive analysis,
it is necessary to consider different types of coupling, mechanisms, and complex ar-
chitectures of oscillator networks. In this work, we investigate the synchronization of
Colpitts-type oscillators operating in a nonlinear regime, exploring unidirectional and
bidirectional coupling configurations, with and without the presence of delay. The Col-
pitts oscillators, known for their simple and robust electronic structure, with great sta-
bility and wide frequency range, are examined in detail through their normalized state
equations and exploring their chaotic operation regime. This dissertation addresses
the synchronization of these oscillators under different coupling configurations, includ-
ing direct (or linear) coupling, with a delay line between pairs of oscillators. The forma-
tion of synchronized groups in coupled oscillator networks is discussed, demonstrating
how the interconnection of multiple systems can result in emerging collective patterns.
For example, by introducing delays between neighbors, synchronization without delays
between non-first-neighbor oscillators, called zero-delay synchronization, is observed.
The results obtained with these electronic oscillators contribute to the understanding of
the phenomenon of long-distance synchronization in chaotic systems, highlighting the
zero-delay effect, whose possible impacts are important in complex systems such as
neural networks.

Keywords: Dynamic Systems, Non-Linear Dynamics, Synchronization, Colpitts Oscil-

lators, Coupling, Delay, Synchronized Clusters.
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1 INTRODUÇÃO

O estudo dos sistemas dinâmicos é um campo interdisciplinar que conecta concei-

tos de matemática aplicada a diversas áreas da física, química, biologia e engenharia.

Um dos tópicos mais investigados nesse campo é a sincronização, em que dois ou

mais sistemas oscilam de maneira coordenada. Esse fenômeno tem importantes apli-

cações tecnológicas, como em redes de comunicação, sistemas de potência e eletrô-

nica.

A sincronização pode ser estudada em diversos elementos dinâmicos, um deles é

o oscilador eletrônico do tipo Colpitts, que têm atraído atenção por seu comportamento

não-linear e caótico, características que podem ser exploradas em aplicações como

criptografia, geração de sinais complexos e controle de sistemas caóticos.

Esta dissertação investiga a sincronização de osciladores Colpitts, analisando ini-

cialmente o comportamento isolado desses sistemas, seguido pela análise de seu

comportamento coletivo em redes com diferentes topologias.

Primeiramente, são abordadas as diferentes formas de acoplamento entre oscila-

dores, como acoplamentos unidirecionais e bidirecionais, como também as funções de

acoplamento. Essas modalidades são exploradas no Capítulo 2, junto com as princi-

pais funções de acoplamento utilizadas em sistemas dinâmicos, como o acoplamento

linear e com atraso.

Em seguida, o Capítulo 3 discute os métodos de análise desses sistemas acopla-

dos. Além do diagrama de bifurcação, são apresentadas técnicas numéricas, como o

método de Runge-Kutta de quarta ordem e o método de Bogacki-Shampine, além de

métricas de sincronização, como a correlação cruzada normalizada e o coeficiente de

determinação (R²).

O comportamento do oscilador Colpitts, seu regime caótico e suas soluções es-

tacionárias são analisados detalhadamente no Capítulo 4. Aqui, são introduzidas as

equações de estado normalizadas, juntamente com o retrato de fase e o diagrama de

bifurcação, que nos permite caracterizar o oscilador Colpitts e seus diferentes regimes

de operação.

A análise da sincronização dos osciladores Colpitts acoplados é desenvolvida no

Capítulo 5, onde se exploram diferentes configurações de acoplamento, como o aco-
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plamento direto, resistivo e com atraso. Configurações unidirecionais e bidirecionais

são examinadas em cenários com e sem atraso.

O estudo da formação de clusters sincronizados em redes de osciladores Colpitts

é o foco do Capítulo 6, mostrando como as interconexões entre múltiplos osciladores

podem resultar em padrões coletivos emergentes.

Por fim, no Capítulo 7, são apresentados os resultados experimentais obtidos, de-

talhando a implementação de circuitos eletrônicos, módulos de atraso e defasadores

de banda larga, todos voltados para a sincronização dos osciladores Colpitts.
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2 SINCRONIZAÇÃO DE OSCILADORES ACOPLADOS

A sincronização é um fenômeno amplamente observado na natureza e em siste-

mas artificiais, onde dois ou mais sistemas oscilatórios ajustam seus ritmos tempo-

rais devido a interação ou acoplamento adequado. Esse conceito, derivado do grego

"sýn"(junto) e "chronos"(tempo), se aplica à sistemas que "compartilham um tempo

comum"(Arenas et al., 2008).

Historicamente, a sincronização tem sido objeto de estudo desde os primórdios

da física. Um dos primeiros exemplos documentados é o de Christiaan Huygens, no

século XVII, que observou a sincronização de dois relógios de pêndulo pendurados

na mesma parede (Strogatz, 2018; Pikovsky et al., 2001). Huygens percebeu que a

interação mecânica através das vibrações da parede era suficiente para causar sincro-

nização, observada apesar de cada relógio ter uma frequência ligeiramente diferente

quando isolado. Desde então, o estudo da sincronização evoluiu, abrangendo desde

sistemas periódicos simples até sistemas caóticos (Boccaletti et al., 2002; Strogatz,

2018).

No contexto dos osciladores eletrônicos, a sincronização pode ocorrer de várias

formas dependendo do tipo de acoplamento presente, seja unidirecional ou bidirecio-

nal, e da presença ou ausência de atraso. Esses tipos de acoplamentos determinam

como os osciladores interagem e ajustam suas frequências e fases. Por exemplo, dois

sistemas caóticos inicialmente independentes, uma vez acoplados podem ter suas

trajetórias tornadas idênticas ao longo do tempo devido a um acoplamento suficiente-

mente forte, superando a tendência natural ao comportamento caótico independente

(Maggio; Feo; Kennedy, 1999).

Nesse capítulo serão apresentados os tipos de acoplamento, o conceito de sincro-

nização e seus principais tipos e alguns métodos de análise desses sistemas dinâmi-

cos.

2.1 ACOPLAMENTO ENTRE OSCILADORES

O acoplamento entre osciladores é fundamental no processo de sincronização de

sistemas dinâmicos, onde dois ou mais osciladores interagem de maneira que o com-
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portamento de um influencia o comportamento dos outros. Este fenômeno é central

para a compreensão de uma vasta gama de processos naturais e tecnológicos, que

vão desde osciladores biológicos até circuitos eletrônicos e redes neurais.

Quando dois osciladores são acoplados, suas interações podem levar a uma coor-

denação dos seus ritmos. Essa interação pode ocorrer através de diversas formas de

acoplamento com troca de energia, através de interações mecânicas ou de sinais elé-

tricos, por exemplo. Dois dos tipos mais comuns de acoplamento são o acoplamento

unidirecional e o acoplamento bidirecional.

2.1.1 Acoplamento Unidirecional

No acoplamento unidirecional existe uma quebra de simetria. Um oscilador influen-

cia outro, mas não há influência no sentido contrário (Pikovsky et al., 2001; Boccaletti

et al., 2002). A Figura 1 ilustra esse acoplamento entre dois osciladores, 𝐴 e 𝐵, de

forma unidirecional. As equações 2.1 generaliza a desicrição desse tipo de sistema:


¤xA = f(xA)

¤xB = g(xB) + h(xA, xB)
(2.1)

onde xA e xB representam vetores de estado n-dimensionais dos osciladores 𝐴

e 𝐵, respectivamente, f e g são as funções dinâmicas intrínsecas dos osciladores, e

ℎ(𝑥𝐴, 𝑥𝐵) descreve a influência do oscilador 𝐴 sobre 𝐵.

Figura 1 – Diagrama que representa o acoplamento unidirecional: o oscilador 𝐴 que interfere no funci-
onamento de 𝐵, mas não há influência no sentido contrário.

𝐴 𝐵

Fonte: De autoria própria

Este tipo de acoplamento é comum em sistemas de controle do tipo malha aberta,

onde um controlador ou driver (oscilador 𝐴) impõe sua dinâmica sobre um sistema

controlado ou response (oscilador 𝐵), sem receber retorno (feedback ) do sistema con-

trolado.
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2.1.2 Acoplamento Bidirecional

No acoplamento bidirecional, os osciladores se influenciam mutuamente. Este tipo

de acoplamento é encontrado em muitos sistemas naturais e artificiais, como redes

neurais, sistemas de comunicação e redes sociais(Pikovsky et al., 2001; Boccaletti et

al., 2002). A Figura 2 representa esse tipo de acoplamento, ilustrado com dois oscila-

dores, 𝐶 e 𝐷 . As equações 2.2 descrevem este sistema:


¤xC = f(xC) + h(xC, xD)

¤xD = g(xD) + K(xC, xD)
(2.2)

Em que, xC e xD representam vetores de estado n-dimensionais dos osciladores,

f e g são as funções dinâmicas intrínsecas de 𝐶 e 𝐷, respectivamente; e h(xC, xD) e

k(xC, xD) descrevem as influências mútuas.

Figura 2 – Diagrama que representa o acoplamento bidirecional: os osciladores 𝐶 e 𝐷 se influenciam
mutuamente.

𝐶 𝐷

Fonte: De autoria própria

O acoplamento bidirecional é visto, por exemplo, no sistema cardiorrespiratório,

em que a taxa do ritmo cardíaco e a respiração ajustam-se, como um sistema em

malha fechada (feedback ), em que entrada e saída formam um ciclo de realimentação,

permitindo o controle e a estabilidade do sistema (Ottolina et al., 2023; Borovkova et

al., 2022).

2.2 FUNÇÕES DE ACOPLAMENTO EM SISTEMAS DINÂMICOS

De acordo com a natureza do sistema, podem haver modificações na informação

que é transmitida por meio do acoplamento de um oscilador ao outro. Essas modi-

ficações são descritas pelas funções de acoplamento que podem modificar desde a

intensidade ou a forma do sinal de acoplamento, até introduzir atrasos na propagação

da informação.
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As funções de acoplamento em sistemas dinâmicos são cruciais para se determi-

nar como osciladores e outros componentes interagem em uma rede. Essas funções

podem ser classificadas de acordo com suas características e formas de interação.

Nesta seção serão apresentadas algumas dessas funções.

2.2.1 Acoplamento direto

O acoplamento direto refere-se a uma forma específica de interação entre sistemas

dinâmicos, e ocorre pela substituição de uma variável característica de um oscilador

pela correspondente variável de outro oscilador (Pikovsky et al., 2001; Boccaletti et al.,

2002). Considere dois osciladores descritos pelas equações diferenciais 2.3:


¤𝑥1 = 𝑓 (𝑥1) + 𝑔(𝑥1, 𝑥2)

¤𝑥2 = 𝑓 (𝑥2) + 𝑔(𝑥1, 𝑥2)
(2.3)

em que, a variável 𝑦2 do segundo oscilador é substituída diretamente na função

𝑔(𝑥1, 𝑥2) que modula o comportamento do segundo oscilador. A influência de 𝑥1 pode

ser considerada como uma força externa aplicada a 𝑥2, modificando suas característi-

cas como amplitude ou frequência de oscilação.

2.2.2 Acoplamento Linear

O acoplamento linear direto é o tipo mais simples de acoplamento, onde a influên-

cia de um oscilador sobre outro é proporcional à diferença entre suas amplitudes ou

fases. Este tipo de acoplamento também é conhecido como resistivo e pode ser des-

crito pela seguinte equação:


¤𝑥1 = 𝑓 (𝑥1)

¤𝑥2 = 𝑓 (𝑥2) + 𝑘 (𝑥1 − 𝑥2)
(2.4)

O termo 𝑘 (𝑥2 − 𝑥1) na equação 2.4 para o oscilador 𝑥2, indica o acoplamento linear

unidirecional, no qual 𝑘 é a constante de acoplamento entre os osciladores 𝑥1 e 𝑥2. A

Figura 3 representa o acoplamento unidirecional entre os osciladores.
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Figura 3 – Diagrama que representa o Acoplamento Linear.

𝑥1 𝑥2
𝑘 (𝑥1 − 𝑥2)

Fonte: De autoria própria.

Para o caso bidirecional, o termo linear seria também incluído na equação 2.4 para

oscilador 𝑥1.

2.2.3 Acoplamento com Atraso

O acoplamento nunca é instantâneo, porem ele é dito acoplamento com atraso

quando a influência de uma componente sobre outra tem atraso temporal suficien-

temente importante para ser determinante na oscilação resultante (Pikovsky et al.,

2001; Fischer et al., 2006). Atrasos tipicamente surgem devido a fatores como a velo-

cidade da propagação do sinal e/ou tempos de resposta inerentes aos componentes

do sistema. Matematicamente, o atraso é representado por uma dependência tempo-

ral retardada nas equações que governam o sistema, podendo resultar em complexi-

dade nos comportamentos dinâmicos das oscilações (Flunkert, 2011; Boccaletti et al.,

2002).

Figura 4 – Diagrama que representa o acoplamento com atraso.

𝑥1 𝑥2

𝑘

(
𝑥1(𝑡 − 𝜏) − 𝑥2(𝑡)

)
Fonte: De autoria própria.

De forma genérica a função de acoplamento de dois osciladores acoplados com

atraso, está apresentado na Figura 4 e pode ser modelado linearmente pelo sistema

de equações 2.5:


¤𝑥1 = 𝑓 (𝑥1)

¤𝑥2 = 𝑔(𝑥2) + 𝑘
(
𝑥1(𝑡 − 𝜏) − 𝑥2(𝑡)

) (2.5)

Onde, 𝑥1(𝑡) e 𝑥2(𝑡) são as variáveis de estado dos dois osciladores, 𝑓 e 𝑔 são

funções que descrevem a dinâmica dos osciladores e 𝜏 é o atraso temporal.
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2.2.4 Outras funções de acoplamento

É fundamental reconhecer a diversidade e a complexidade dos diferentes tipos de

acoplamento em sistemas dinâmicos. Essas funções especificam as diversas regras

físicas que governam as interações e permitem a investigação detalhada das transi-

ções qualitativas dos estados dos sistemas envolvidos.

A Tabela 1 apresenta algumas funções de acoplamento junto a seu modelo mate-

mático considerando um sistema ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) + 𝑞(𝑥, 𝑦).

Como exemplo, podemos citar o modelo para sinapse química, encontrada no sis-

tema nervoso, que envolve a transmissão de sinais entre neurônios, através de neu-

rotransmissores. Este processo é crucial para a comunicação neural e é fundamental

para processos como a aprendizagem e a memória. Outro exemplo é o do acopla-

mento ambiental, que refere-se às interações entre sistemas mediados por um ambi-

ente compartilhado. Nesse caso, o ambiente atua como um intermediário que influen-

cia e é influenciado pelos sistemas acoplados. Esse tipo de acoplamento é comum em

ecologia, onde diferentes espécies interagem através de um ambiente comum, como

o ar, a água ou o solo.

Tabela 1 – Diferentes exemplos de funções de acoplamento ℎ. Essas funções de acoplamento são con-
sideradas em relação ao sistema ¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) + ℎ(𝑥, 𝑦)

Tipo de CF Modelo Significado

Direto ℎ(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑦) Influência unidirecional 1

Difusivo ℎ(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑦 − 𝑥) Dependência da diferença
de estado 2

Reativo ℎ(𝑥, 𝑦) = (𝜖 + 𝑖𝛽)ℎ(𝑥 − 𝑦) Força de acoplamento
complexo 3

Conjugado ℎ(𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑥 − 𝑃𝑦) 𝑃 permuta as variáveis 4

Sinapse Química ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)𝑆(𝑦) 𝑆 é uma sigmoide 5

Ambiental ℎ(𝑥, 𝑦) ≈ 𝜖
∫ 𝑡

0 𝑒
−𝜅(𝑡−𝑠) [𝑥(𝑠) + 𝑦(𝑠)] 𝑑𝑠 Dada por uma equação di-

ferencial 6

Fonte: 1(Aronson; Ermentrout; Kopell, 1990) 2(Kuramoto, 1984) 3(Cross et al., 2006) 4(Karnatak; Ra-
maswamy; Prasad, 2007) 5(Cosenza; Parravano, 2001) 6(Resmi; Ambika; Amritkar, 2011)

Estes exemplos ilustram apenas uma fração da vasta gama de mecanismos de

acoplamento que existem. A compreensão detalhada dessas interações não só en-

riquece nosso conhecimento teórico, mas também abre caminhos para aplicações
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práticas em várias áreas da ciência e tecnologia, permitindo o manejo de diversos

processos complexos (Aronson; Ermentrout; Kopell, 1990; Kuramoto, 1984; Cross et

al., 2006; Karnatak; Ramaswamy; Prasad, 2007; Cosenza; Parravano, 2001; Resmi;

Ambika; Amritkar, 2011).

2.3 SINCRONIZAÇÃO EM SISTEMAS DINÂMICOS NÃO-LINEARES

A capacidade de diferentes sistemas oscilarem em uníssono é crucial para a es-

tabilidade e funcionamento de muitos processos naturais e tecnológicos(Mahmoodi et

al., 2023; Totz; Olmi; Schöll, 2020; Mares; Solana; Assaneo, 2023; Goldbeter; Yan,

2022; Liu et al., 2021). Este capítulo examina os principais tipos de sincronização em

regime caótico: sincronização de fase, sincronização generalizada, sincronização com

atraso e sincronização com atraso zero (zero-lag). Cada seção aborda os conceitos

teóricos, equações matemáticas, exemplos de aplicação e ocorrências na natureza.

2.3.1 Sincronização de Fase

A sincronização é dita de fase quando sistemas dinâmicos acoplados, mantêm

uma relação fixa ou proporcional de suas fases, independentemente da coerência

das amplitudes (Pikovsky et al., 2001). A sincronização de fase pode ser expressa

matematicamente por meio das equações diferenciais apresentadas na Eq. 2.6, que

descrevem o comportamento de dois osciladores acoplados:


¤x1 = f1(x1, x2)

¤x2 = f2(x1, x2)
(2.6)

Para esse sistema, x1 e x2 são os vetores de estado n-dimensionais para os oscila-

dores 1 e 2, respectivamente. A sincronização de fase ocorre quando há uma relação

constante entre as fases 𝜃1 e 𝜃2 dos osciladores, mesmo que as diferenças de ampli-

tudes, entre x1 e x2 possam variar (Buscarino et al., 2011).

Uma técnica comum para analisar a sincronização de fase é observar o espaço

de fase do sistema. Supondo que os osciladores tenham componentes periódicas, a

fase 𝜃 de um oscilador pode ser definida em termos do argumento do componente



20

periódico. Assim, para os osciladores com frequência angular 𝜔, as fases podem ser

descritas pela equação 2.7:

𝜃𝑖 = 𝜔𝑖𝑡 + 𝜙𝑖 (2.7)

em que 𝜙𝑖 é a fase inicial do 𝑖-ésimo oscilador. A condição de sincronização de fase

pode então ser expressa pela equação 2.8:

𝜃1 − 𝜃2 = constante (2.8)

Em termos práticos, a sincronização de fase é observada em diversos sistemas

naturais e artificiais. Exemplos incluem sistemas biológicos, como a sincronização dos

batimentos cardíacos ou a respiração artificial, onde a coerência entre as fases de

osciladores internos pode ser crítica para o funcionamento adequado do sistema. Na

engenharia, sistemas de comunicação muitas vezes utilizam malhas de travamento de

fase (Phase-Locked Loop, PLL) para manter a sincronização de fase entre sinais de

entrada e saída (Hassan; Kumar; Pati, 2022; Strogatz, 2018; Peter; Leine, 2017; Zhao

et al., 2020).

A análise matemática detalhada desses sistemas pode envolver técnicas de es-

tabilidade, onde se investiga as condições sob as quais a sincronização de fase é

estável. Um exemplo clássico é o uso de acoplamento linear com realimentação, onde

a variação do ganho de acoplamento pode levar a transições de comportamento inco-

erente para sincronização em fase e, eventualmente, para sincronização generalizada

(Boccaletti et al., 2002), que discutiremos na próxima seção.

2.3.2 Sincronização Generalizada

A sincronização generalizada ocorre quando sistemas dinâmicos, não necessaria-

mente idênticos, ajustam suas dinâmicas de maneira a alcançar um comportamento

comum devido a um acoplamento entre esses sistemas(Boccaletti et al., 2006).

Para descrever matematicamente a sincronização generalizada em sistemas aco-

plados, considera-se um par de sistemas dinâmicos representados por equações di-

ferenciais ordinárias. Considere dois sistemas bidirecionalmente acoplados:
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
¤𝑥1 = 𝑓1(𝑥1) + ℎ(𝑥1, 𝑥2)

¤𝑥2 = 𝑓2(𝑥2) + 𝑔(𝑥1, 𝑥2)
(2.9)

onde 𝑥1 e 𝑥2 são os vetores de estado dos sistemas, 𝑓1 e 𝑓2 representam as dinâ-

micas individuais dos sistemas e as funções ℎ e 𝑔 representam o acoplamento entre

os sistemas 𝑥1 e 𝑥2.

A sincronização generalizada ocorre se existe uma função 𝜓, tal que:

𝑥2(𝑡) = 𝜓(𝑥1(𝑡)) (2.10)

indicando que a evolução de 𝑥2(𝑡) pode ser obtida a partir de 𝑥1(𝑡).

Para caracterizar a sincronização generalizada por meio de uma função de erro,

define-se a diferença entre os estados dos dois sistemas como o vetor de erro e(t):

e(t) = x2(t) − 𝜓(x1(t)) (2.11)

A sincronização é alcançada se 𝑒(𝑡) tende a zero quando 𝑡 cresce (tende ao infi-

nito). Matematicamente, isso pode ser expresso como:

lim
𝑡→∞

| |e(t) | | = 0 (2.12)

Se e(t) converge para zero, então os sistemas estão sincronizados (Pikovsky et al.,

2001; Gutierrez et al., 2013).

2.3.3 Sincronização com Atraso

A sincronização com atraso refere-se à condição em que dois ou mais sistemas

dinâmicos, conectados através de interações com atraso, conseguem sincronizar suas

dinâmicas em tempos diferentes, definidos pelo atraso. O atraso no acoplamento pode

ser devido ao tempo de propagação da informação entre os sistemas, o que é comum

em redes com conexões longas (Fischer et al., 2006; Rosenblum; Pikovsky; Kurths,

1997).

A sincronização com atraso pode ser descrita por um conjunto de equações dife-

renciais com termos de atraso. Considere dois osciladores acoplados cujas dinâmicas

são descritas pelas equações:
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¤𝑥1(𝑡) = 𝑓 (𝑥1(𝑡)) + 𝐾 (𝑥2(𝑡 − 𝜏) − 𝑥1(𝑡)) (2.13)

¤𝑥2(𝑡) = 𝑓 (𝑥2(𝑡)) + 𝐾 (𝑥1(𝑡 − 𝜏) − 𝑥2(𝑡)) (2.14)

onde 𝜏 representa o atraso no acoplamento, 𝐾 define a intensidade de acopla-

mento e 𝑓 descreve a dinâmica interna de cada oscilador (Boccaletti et al., 2002).

A sincronização ocorre quando os sistemas ajustam suas dinâmicas para que suas

saídas se tornem idênticas mas uma atrasada em relação a outra. Isso pode ser for-

malizado pela condição 𝑥1(𝑡) = 𝑥2(𝑡 + 𝜏). A robustez da sincronização depende dos

parâmetros do sistema, como o coeficiente de acoplamento 𝐾 e o valor do atraso 𝜏

(Boccaletti et al., 2006).

Na natureza, a sincronização com atraso é observada em sistemas biológicos,

como por exemplo, em redes neurais. Neurônios distantes podem sincronizar suas ati-

vidades através de sinapses, que introduzem atrasos na transmissão dos sinais. Essa

sincronização é crucial para funções cognitivas e processamento de informações no

cérebro (Boccaletti et al., 2002; Frasca et al., 2018). Outro exemplo ocorre em redes

de lasers semicondutores acoplados, onde o atraso é devido ao tempo de propagação

da radiação entre os lasers. Esses sistemas têm sido estudados experimentalmente e

teoricamente, demonstrando que é possível obter sincronização isócrona, onde os la-

sers oscilam em fase apesar do atraso imposto no acoplamento (Fischer et al., 2006).

A sincronização com atraso é um fenômeno importante em sistemas dinâmicos aco-

plados, com implicações significativas em áreas como neurociência e engenharia de

sistemas. A compreensão dos parâmetros que influenciam essa sincronização per-

mite a criação e controle de redes complexas que operam de maneira coordenada,

mesmo na presença de atrasos inerentes às suas conexões (Boccaletti et al., 2006;

Rosenblum; Kurths, 2003).
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3 MÉTODOS DE ANÁLISE DE OSCILADORES ACOPLADOS

Para auxiliar no estudo de sistemas acoplados, será abordado nessa seção alguns

métodos de análise utilizados nesta dissertação: estabilidade, mapas de bifurcações

e técnicas numéricas.

Primeiramente, será apresentada a análise de bifurcação que nos auxilia a compre-

ender as transições entre diferentes comportamentos dinâmicos dos osciladores não

lineares. Os mapas de bifurcações revelam como alterações em parâmetros do sis-

tema podem levar a mudanças qualitativas no comportamento dos osciladores, como

a transição de regimes periódicos para caóticos.

Em seguida, serão discutidos os métodos numéricos, essenciais para a simulação

e análise de sistemas não lineares, particularmente de osciladores acoplados. Esta

seção abordará as técnicas de simulações computacionais, onde detalharemos o mé-

todo de integração numérica Runge-Kutta, que é utilizados para resolver as equações

diferenciais que governam sistemas aqui analisados.

3.1 DIAGRAMA DE BIFURCAÇÃO

Os diagramas de bifurcação são representações gráficas que exibem como os pon-

tos fixos (ou soluções estacionárias), os comportamentos periódicos e caóticos de um

sistema dinâmico mudam à medida que um parâmetro do sistema é variado. Esses

diagramas são ferramentas visuais importantes para mapear as transições entre dife-

rentes regimes dinâmicos e identificar os valores dos parâmetros para se operar em

cada um deles, e suas zonas de transições. Em termos práticos, permite se escolher

rapidamente um regime de operação do oscilador (Strogatz, 2018).

A estrutura de um diagrama de bifurcação consiste, geralmente, em dois eixos: o

eixo horizontal, que representa o parâmetro de controle, e o eixo vertical, que repre-

senta o estado do sistema. O parâmetro de controle pode ser qualquer variável que

influencie o comportamento do sistema, como a taxa de crescimento em um modelo

populacional ou a força de acoplamento em um sistema de osciladores. O estado do

sistema, por sua vez, é representado pelas possíveis soluções do sistema, geralmente

os pontos fixos ou as amplitudes das oscilações(Strogatz, 2018).
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Para ilustrar o conceito, consideraremos a equação logística, Equação 3.1, um dos

exemplos mais estudados em sistemas dinâmicos, a qual é uma equação de diferen-

ças não-linear que modela o crescimento populacional:

𝑥𝑛+1 = 𝑟𝑥𝑛 (1 − 𝑥𝑛) (3.1)

Na equação 3.1, 𝑥𝑛 representa a população normalizada no tempo 𝑛 (com 0 ≤

𝑥𝑛 ≤ 1) e 𝑟 é o parâmetro de crescimento. O comportamento do sistema varia signifi-

cativamente com 𝑟, e o diagrama de bifurcação nos permite visualizar essa variação

(Strogatz, 2018; Flunkert, 2011).

A Figura 5 apresenta o diagrama de bifurcação para a equação logística, e nos

apresenta visualmente para quais valores de r ocorrem as duplicações de período.

Figura 5 – Diagrama de bifurcação para a equação logística.

Fonte: De autoria própria.

Existem vários tipos de bifurcações, alguns dos mais comuns são: a bifurcação de

saddlenode, onde dois pontos fixos (um estável e outro instável) colidem e se aniqui-

lam; a bifurcação de pitchfork, onde um ponto fixo se divide em três (um permanece

e outros dois aparecem); a bifurcação de Hopf, onde um ponto fixo estável se torna

instável e uma oscilação periódica (ciclo limite) emerge; e a bifurcação de período-
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dobramento, onde um ciclo limite se torna instável e um novo ciclo limite com o dobro

do período original aparece, indicando o caminho para o caos (Strogatz, 2018).

Embora a equação logística seja um exemplo clássico, diagramas de bifurcação

podem ser criados para análise de outros sistemas dinâmicos não-lineares.

3.2 MÉTODOS NUMÉRICOS

Como observado na seção anterior, a visualização e investigação de comporta-

mentos complexos são difíceis de analisar analiticamente, tornando o uso de compu-

tadores essenciais nesse campo. Nesta seção abordaremos os métodos numéricos

utilizados para o estudo de osciladores acoplados para esta dissertação.

3.2.1 Runge-Kutta de Quarta Ordem

Entre os métodos mais comuns para solucionar equações diferenciais está o mé-

todo de Runge-Kutta de quarta ordem (Frasca et al., 2018), que calcula a próxima

posição de um sistema usando avaliações ponderadas da função de derivada em di-

ferentes pontos dentro de um intervalo de tempo.

Esse método oferece uma solução aproximada para uma EDO do tipo 𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 (𝑡, 𝑦)

com precisão muito maior que métodos mais simples, como o de Euler. A rotina nu-

mérica é executada através do seguinte conjunto de variáveis:

𝑘1 = 𝑓 (𝑡𝑛, 𝑦𝑛) (3.2)

𝑘2 = 𝑓

(
𝑡𝑛 +

ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘1

)
(3.3)

𝑘3 = 𝑓

(
𝑡𝑛 +

ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘2

)
(3.4)

𝑘4 = 𝑓 (𝑡𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3) (3.5)

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) (3.6)
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Onde, 𝑡𝑛 é o ponto no tempo atual, 𝑦𝑛 é o valor da solução no tempo 𝑡𝑛 e ℎ é o

passo de integração.

A precisão desse método vem do uso de várias estimativas intermediárias (as 𝑘𝑖

acima, equações 3.2-3.5) para calcular a inclinação média. Nessa técnica resulta, por

exemplo, um erro global de ordem 𝑂 (ℎ4), onde ℎ é o passo de integração. A ser com-

parado com o erro de ordem 𝑂 (ℎ2) do método de Euler (Flunkert, 2011; Frasca et al.,

2018).

O método, além de preciso, é também relativamente fácil de implementar. Essa

combinação de precisão e facilidade de implementação faz dele uma escolha popular

para a resolução de equações diferenciais ordinárias em uma ampla gama de aplica-

ções científicas e de engenharia.

3.2.2 Método de Bogacki-Shampine

Em alguns sistemas dinâmicos, ocorrem atrasos na propagação do sinal, como

por exemplo, em redes formadas por neurônios em nosso sistema nervoso. Esses

elementos são fundamentais e responsáveis pela transmissão de sinais elétricos e

químicos. Na função sináptica, ocorre um atraso associado aos mecanismos de libe-

ração e recepção de neurotransmissores. Esse atraso tem influência na transmissão

de impulsos entre neurônios, adicionando complexidade ao sistema neural.

O atraso pode ser descrito por meio de um parâmetro 𝜏 que na equação diferencial

introduzirá uma diferença no tempo 𝑡 para certas variáveis. Esse tipo de equação é

conhecida por Equação diferencial com atraso (Delay Differential Equations - DDEs),

e são um tipo de equação diferencial onde a taxa de variação de uma variável depende

não apenas de seu valor atual, mas também de valores em tempos anteriores, ou seja,

¤𝑋 (𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑋 (𝑡), 𝑋 (𝑡 − 𝜏)).

Para solucionar numericamente esse tipo de equação, é necessário modificar o

método Runge-Kutta. Uma modificação, conhecida como método de Bogacki-Shampine

(Flunkert, 2011) inclui equações de interpolação intermediarias descritas pelas equa-

ções 3.7 e 3.8:

𝑋interp(𝑡𝑛 − 𝜏 +
1
2
ℎ) = ℎ

8
[𝑋′(𝑡𝑛−𝜈) − 𝑋′(𝑡𝑛+1−𝜈)] +

1
2
[𝑋 (𝑡𝑛−𝜈) + 𝑋 (𝑡𝑛+1−𝜈)] (3.7)
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𝑋interp(𝑡𝑛 − 𝜏 +
3
4
ℎ) = ℎ

64
[3𝑋′(𝑡𝑛−𝜈) − 9𝑋′(𝑡𝑛+1−𝜈)] +

1
32

[5𝑋 (𝑡𝑛−𝜈) + 27𝑋 (𝑡𝑛+1−𝜈)] (3.8)

Nas equações 3.7 e 3.8 utiliza-se a notação 𝑡𝑛 − 𝜏 = 𝑡𝑛−𝜈, e a DDE, 𝑑
𝑑𝑡
𝑋 (𝑡) =

𝑓 (𝑡, 𝑋 (𝑡), 𝑋 (𝑡 − 𝜏)) , pode ser calculada através do algorítimo a seguir:

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ℎ (3.9)

𝑘1 = 𝑓 (𝑡𝑛, 𝑋𝑛, 𝑋𝑛−𝜈) (3.10)

𝑘2 = 𝑓

(
𝑡𝑛 +

1
2
ℎ, 𝑋𝑛 +

1
2
ℎ𝑘1, 𝑋interp(𝑡𝑛−𝜈 +

1
2
ℎ)
)

(3.11)

𝑘3 = 𝑓

(
𝑡𝑛 +

3
4
ℎ, 𝑋𝑛 +

3
4
ℎ𝑘2, 𝑋interp(𝑡𝑛−𝜈 +

3
4
ℎ)
)
. (3.12)

𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 + ℎ
1
9
(2𝑘1 + 3𝑘2 + 4𝑘3) (3.13)

Onde, 𝑡𝑛 é o ponto atual no tempo, 𝑋𝑛 é o valor da solução no ponto 𝑡𝑛 e ℎ é o passo

de integração.

3.2.3 Correlação cruzada normalizada

Para se comparar sinais de sistemas dinâmicos atrasados, uma importante ferra-

menta utilizada nessa dissertação é a correlação cruzada normalizada. Essa função

permite visualizar e analisar como atrasos afetam a dinâmica geral (Mulet et al., 2003).

Podemos definir a função de correlação cruzada para duas séries temporais 𝑥(𝑡) e

𝑦(𝑡), por meio da equação:

𝑅𝑥𝑦 (𝜏) =
∑︁
𝑡

𝑥(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝜏) (3.14)

Em 3.14, 𝜏 representa o atraso aplicado à série 𝑦(𝑡). A correlação cruzada mede

então a similaridade entre 𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡) deslocada por 𝜏, permitindo identificar padrões e

sincronia entre os sinais.
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Para que possamos comparar a correlação entre diferentes sinais com maior faci-

lidade, é necessário normalizar a função de correlação cruzada, dada pela equação:

𝐶𝑥𝑦 (𝜏) =
⟨𝑥(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝜏)⟩√︃〈
𝑥2(𝑡)

〉 〈
𝑦2(𝑡)

〉 (3.15)

Em que 𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡) são os sinais analisados e ⟨·⟩ representa o valor médio.

Da definição 3.15, 𝐶𝑥𝑥 (0) e 𝐶𝑦𝑦 (0) são as autocorrelações com atraso zero dos

sinais 𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡), respectivamente.

Para melhor entendermos a medida de correlação cruzada vamos considerar dois

sistemas com comportamentos bem simples de função seno. Consideraremos seja

dois sistemas independentes atrasados por meio da variável 𝜏. Vamos definir as equa-

ções diferenciais que governam os sistemas como:


𝑥(𝑡) = sin(𝑡)

𝑦(𝑡) = sin(𝑡 − 𝜏)
(3.16)

Para analisar a relação entre os sinais x(t) e y(t), foram calculadas a as séries tem-

porais e a correlação cruzada normalizada. A Figura 6 a) mostra as formas de onda

dos sinais em questão, enquanto a Figura 6 b) apresenta o gráfico da correlação cru-

zada. O ponto de máximo da correlação cruzada, indicado pela linha vertical vermelha,

corresponde ao instante de tempo em que a similaridade entre os sinais é máxima.
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Figura 6 – (a) Séries temporais dos sinais 𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡) , e a correlação cruzada entre eles.

(a)

(b)

Fonte: Autoria própria.

Entre as diversas medidas existentes para análise de series temporais, a corre-

lação cruzada é é mais indicada para caracterizar a sincronização com atraso entre

sistemas dinâmicos, pois detecta o atraso específico em que a correlação é máxima

entre as séries temporais. Já outras medidas, não levam em conta o atraso em sua

análise, não permitindo a comparação adequada entre os sistemas. O coeficiente de

determinação 𝑅2, por exemplo, assume uma relação linear e é uma medida estática,

não sendo apropriado nesse contexto.

3.2.4 Coeficiente de Determinação (𝑅2)

O coeficiente de determinação, representado por 𝑅2, é uma métrica utilizada em

estatística para avaliar a qualidade de modelos de regressão. Esse coeficiente mede

a proporção da variância na variável dependente que é explicada pelas variáveis in-

dependentes do modelo. Em termos matemáticos, o 𝑅2 é definido pela equação 3.17:
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𝑅2 = 1 −
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)2∑(𝑦𝑖 − 𝑦̄)2 (3.17)

onde 𝑦𝑖 são os valores observados da variável dependente, 𝑦̂𝑖 são os valores pre-

vistos pelo modelo de regressão e 𝑦̄ é a média dos valores observados da variável

dependente.

Os valores de 𝑅2 variam entre 0 e 1, em que 0 indica que o modelo não explica

nenhuma variação nos dados, enquanto um resultado próximo de 1 indica que o mo-

delo explica toda a variação nos dados. Valores intermediários indicam a proporção

da variância explicada pelo modelo. Por exemplo, um 𝑅2 de 0, 75 sugere que 75% da

variância na variável dependente é explicada pelo modelo. Um 𝑅2 alto geralmente

indica um bom ajuste do modelo aos dados, enquanto um 𝑅2 baixo pode sugerir a

necessidade de um modelo diferente ou a inclusão de variáveis adicionais.

Embora o 𝑅2 seja geralmente entendido como variando de 0 a 1, em alguns casos

específicos, ele pode assumir valores negativos. Para que o 𝑅2 seja negativo, a soma

dos quadrados dos resíduos (
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)2) deve ser maior que a soma dos quadrados

totais (
∑(𝑦𝑖 − 𝑦̄)2).

O 𝑅2 é uma ferramenta útil para avaliar a qualidade de um modelo de regressão,

proporcionando uma medida intuitiva da proporção da variância explicada pelo mo-

delo. Em associação com outras métricas estatísticas, o 𝑅2 pode auxiliar para avaliar

a relação entre duas séries temporais, se estão sincronizadas, ajustadas entre si, ou

então não relacionadas.

3.3 REDES DE OSCILADORES ACOPLADOS

A análise de redes tem se tornado uma área de relevância científica, evoluindo de

modelos regulares para estruturas complexas, abrangendo diversas disciplinas, como

a física, biologia, sociologia e ciência da computação (Lehnert et al., 2016).

Pode-se dizer que as redes são estruturas matemáticas usadas para modelar uma

ampla variedade de sistemas que possuem componentes interconectados nos permi-

tindo codificar relacionamentos entre pares de objetos. Desde a distribuição de energia

elétrica e redes de transporte até interações sociais e sistemas biológicos, as redes

fornecem uma estrutura poderosa para entender como as partes de um sistema in-
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teragem para produzir comportamentos coletivos complexos (Quiroga; Kreuz; Grass-

berger, 2002; Strogatz, 2003). Essencialmente uma rede é composta por 𝑁 nós (ou

vértices) e 𝐿 conexões (ou arestas) que representam como é a iteração entre os nós .

Essa interação pode ser dirigida, quando um nó relaciona-se com outro apenas

em uma determinada direção ou não dirigida, quando a relação independe ocorre não

necessariamente em uma direção determinada. A Figura 7 ilustra os casos para uma

rede com 4 nós e 4 conexões.

Figura 7 – Exemplos de uma rede composta de 4 nós e 4 conexões em que a) é uma rede não dirigida
e b) é uma rede dirigida.

(a) (b)

Fonte: Autoria própria.

As redes podem ser representadas por uma matriz de adjacência 𝐶𝑖 𝑗 em que:

𝐴𝑖 𝑗 =


1, se existe uma conexão entre o nó 𝑗 e o nó 𝑖,

0, caso contrário.
(3.18)

Por exemplo, para a Figura 7 a), em que a rede é não dirigida, a matriz adjacência

é dada por 𝐴não dirigida da Equação 3.19, em que cada termo 𝑎𝑖 𝑗 da matriz é igual a 1

se existe ligação entre o nó 𝑖 e o nó 𝑗 . Já para o caso da rede dirigida, apresentada

na Figura 7 b), as conexões são apresentadas na matriz com peso 1 apenas para os

casos em que existe ligação na direção de um nó ao outro, como apresenta a matriz

𝐴dirigida na Equação 3.19.



32

𝐴não dirigida =

©­­­­­­­­­«

0 1 1 0

1 0 1 0

1 1 0 1

0 0 1 0

ª®®®®®®®®®¬
𝐴dirigida =

©­­­­­­­­­«

0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 0 0

ª®®®®®®®®®¬
(3.19)

Apesar da matriz adjacência descrever bem a topologia de uma rede, em redes

que descrevem o mundo real, é comum que esses links possuam pesos menores

ou maiores do que 1, ou até mesmo sejam funções de acoplamento como visto no

capitulo anterior. Com essa representação matemática da estrutura da rede, é possível

obter uma vasta gama de medidas estruturais de rede, tais como: grau de distribuição,

coeficiente de agrupamento, comprimento do caminho mais curto, centralidade, etc

(Lehnert et al., 2016).

As redes também podem ser descritas segundo suas características em função do

tempo. Caso a rede apresente mudanças no número de links ou nós durante a sua

evolução temporal, essa rede é dita dinâmica, caso contrário é estática. Apesar de na

vida real a maior parte das redes sejam dinâmicas, podemos analisar algumas delas

como estáticas em um intervalo de tempo em que as variações nos números de nós

e links sejam inexistentes ou desprezíveis(Lehnert et al., 2016).

Neste capítulo, apresentamos especificamente na topologia das redes, seus prin-

cipais tipos e comportamentos.

3.3.1 Redes Regulares

Redes regulares são estruturas nas quais cada nó está conectado a um número

fixo de vizinhos com a mesma intensidade. Isso significa que todas as conexões na

rede são distribuídas de maneira uniforme, criando uma estrutura altamente organi-

zada e simétrica. Existem diferentes formas de redes regulares, mas todas compar-

tilham essa característica de uniformidade na conectividade (Quiroga; Kreuz; Grass-

berger, 2002; Strogatz, 2003; Lehnert et al., 2016). Uma das redes regulares bastante

interessante é a rede regular em anel. Nesse tipo de rede, cada nó está acoplado com

igual intensidade ao seus 𝑘 vizinhos mais próximos no anel para a esquerda e direita

(Lehnert et al., 2016). A Figura 8 apresenta uma rede regular em anel formada por 12



33

nós para diferentes valores de grau para os nós.

Figura 8 – Rede regular em anel com 12 nós para grau com valor a) 𝑘 = 2, b) 𝑘 = 4 e c) 𝑘 = 8.
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Fonte: Autoria própria.

A matriz de adjacência de um anel regular 𝑅𝑁,𝐾 , em que 𝑁 é o número de nós e 𝐾

são os nós vizinhos pode ser descrita na seguinte forma:

𝐴 =

©­­­­­­­­­«

𝑐0 𝑐1 ... 𝑐𝑁−1

𝑐𝑁−1 𝑐0 ... 𝑐𝑁−2

... ... ... ...

𝑐1 𝑐2 ... 0

ª®®®®®®®®®¬
(3.20)

em que 𝑐𝑘 = 0 se ±𝑘 𝑚𝑜𝑑𝑁 > 𝐾 ou 𝑘 = 0, caso contrário 𝑐𝑘 = 1.

Na equação 3.20, o uso de mod 𝑛 garante que, ao conectar o nó 0 ao nó 5, a rede

mantêm sua estrutura circular. Esse tipo de rede é o ponto de partida para a cons-

trução de redes mundos pequenos (small-worlds networks) e apresentam comporta-

mentos particularmente interessantes, como o estado quimera (chimera state) para

certas condições, em que os nós da rede se dividem em dois grupos com compor-

tamentos distintos, como por exemplo, coerência espacial e comportamento coerente

ou oscilações coerentes e incoerentes (Lehnert et al., 2016; Strogatz, 2003).

3.3.2 Redes Randômicas

Inicialmente as redes complexas foram pensadas como altamente aleatórias, em

que tanto as conexões como os nós são estabelecidas de maneira randômica. Esse
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conceito foi inicialmente introduzido por Erdős e Rényi (Erdos; Rényi et al., 1960), e é

usado para modelar sistemas em que as conexões não seguem um padrão específico

e são distribuídas de forma estocástica. Essas redes são fundamentais para com-

preender a transição entre ordem e desordem em um sistema complexo, permitindo

determinar a robustez e a resiliência de redes frente a falhas aleatórias ou ataques

direcionados (Quiroga; Kreuz; Grassberger, 2002; Newman, 2010; Barabási, 2012).

Em muitos sistemas reais, como a internet ou redes sociais, as conexões são essen-

cialmente aleatórias, tornando este modelo altamente relevante.

No modelo clássico de Erdős-Rényi, a rede randômica com 𝑁 vértices e 𝑛 conexões

é formada através da escolha uniformemente aleatória entre todas as 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 (𝑁−1)
2

conexões possíveis com probabilidade entre 0 < 𝑝 < 1. A Figura 9 apresenta uma

rede randômica com 12 nós modificando-se o valor da probabilidade 𝑝.

Figura 9 – Rede randômica de Erdős-Rényi com 12 nós para diferentes valores de probabilidade 𝑝 a)
𝑝 = 0.2, b) 𝑝 = 0.5 e c) 𝑝 = 0.7.
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Fonte: Autoria própria.

No entanto, em muitos outros aspectos, a rede randômica é um modelo inade-

quado para redes do mundo real. Seu coeficiente de agrupamento é muito baixo à

medida que o número de nós aumenta, enquanto redes reais geralmente apresen-

tam altos coeficientes de agrupamento. Além disso, diferentemente das redes reais,

a rede randômica tem uma distribuição de conexões que segue uma distribuição de

Poisson, mas não possui estrutura de comunidades nem tendência de conexão entre

nós semelhantes(Newman, 2010; Barabási, 2012).
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3.3.3 Redes de pequenos mundos (Small-World)

Duncan Watts e Steven Strogatz, em 1998, identificaram que algumas redes do

mundo real possuem estruturas cíclicas de três nós. Esta descoberta indicou que es-

sas redes nem são totalmente regulares e nem totalmente aleatórias (Watts; Strogatz,

1998).

Redes de pequenos mundos combinam a estrutura regular com a aleatoriedade,

resultando em uma rede que tem um alto coeficiente de agrupamento e uma curta

distância média entre os nós. Elas são encontradas em muitas redes reais, como re-

des sociais, redes biológicas e a internet, onde há agrupamentos locais com algumas

conexões de longo alcance que encurtam as distâncias globais (Lehnert et al., 2016;

Newman, 2010; Barabási, 2012).

Para criar uma rede desse tipo começa-se com uma rede regular que possui um

alto coeficiente de agrupamento, em seguida algumas arestas são conectadas aleato-

riamente com uma probabilidade 𝑝, como nas redes aleatórias. A Figura 10 apresenta

uma rede de pequenos mundos formada por 20 nós para valores diferentes de proba-

bilidade 𝑝 para as conexões.

Figura 10 – Rede de pequenos mundos com 20 nós para diferentes valores de probabilidade 𝑝 a) 𝑝 =

0.1, b) 𝑝 = 0.3 e c) 𝑝 = 0.7.
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Fonte: Autoria própria.

A relevância das redes de pequenos mundos está em sua capacidade de capturar

a eficiência de propagação e robustez de redes reais, combinando um alto coeficiente

de agrupamento com um pequeno comprimento de caminho mais curto (Barabási,

2012).
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3.3.4 Redes sem escala

Existem dois aspectos das redes reais que não são considerados nos modelos ale-

atórios e de pequenos mundos. Primeiro, esses modelos possuem um número fixo de

vértices 𝑁 que podem ser conectados ou reconectados sem alterar 𝑁. Porém, as re-

des reais são dinâmicas e novos nós são adicionados ao longo do tempo. Os modelos

de redes aleatórias assumem que a probabilidade de conexão entre dois pontos é ale-

atória e par, enquanto a maioria das redes reais apresentam probabilidades maiores

para determinadas conexões (Lehnert et al., 2016).

As redes do tipo sem escala (Scale-Free Networks) são caracterizadas por uma

distribuição de grau que segue uma lei de potência, ou seja, poucos nós têm mui-

tas conexões e são denominados centros ou hubs enquanto a maioria dos nós tem

poucas conexões. Portanto, a probabilidade de que uma conexão seja realizada a um

nó que já possua várias conexões é maior em comparação à um nó que não possua

conexões, por exemplo. Essas redes foram introduzidas por Barabási e Albert e são

comuns em sistemas naturais e artificiais, como a internet, redes sociais e redes meta-

bólicas. A presença de hubs torna essas redes altamente robustas a falhas aleatórias,

mas vulneráveis a ataques direcionados (Barabási, 2012). A Figura 11 apresenta uma

rede livre de escala formada por 20 nós para alguns valores 𝑑 de grau mínimo do nó.

Figura 11 – Redes livres de escala (Scale-Free Networks) com 20 nós modificando-se o grau mínimo
do nó 𝑑 a) 𝑑 = 1, b) 𝑑 = 3 e c) 𝑑 = 5.
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Fonte: Autoria própria.

A forma matemática da lei de potência para a distribuição de grau 𝑃(𝑘) em uma

rede sem escala é:
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𝑃(𝑘) ∼ 𝑘−𝛾 (3.21)

Onde, 𝑃(𝑘) é a probabilidade de um nó ter 𝑘 conexões (ou grau 𝑘), 𝑘 é o número

de conexões do nó e 𝛾 (gama) é o expoente da lei de potência, que é um parâmetro

positivo característico da rede.

Isso nos indica que o número de nós com um determinado grau 𝑘 decresce como

uma potência de 𝑘. Em outras palavras, há muitos nós com poucos graus e poucos nós

com muitos graus, formando uma distribuição que é frequentemente observada em

redes reais como a internet, redes sociais, e muitas outras redes naturais e artificiais

com a presença de hubs. Em redes sem escala, o valor típico do expoente 𝛾 está entre

2 e 3, o que é consistente com muitas redes reais observadas (Barabási, 2012).

3.3.5 Redes Complexas

O termo redes complexas se refere a grafos com características topológicas não

triviais formadas por um grande número de constituintes que interagem de forma não

linear entre si e o ambiente criando estruturas dinâmicas muitas vezes imprevisíveis

(Barabási, 2012). Essas redes combinam características de diferentes tipos de re-

des, como regularidade, aleatoriedade, pequenos mundos e sem escala, para mode-

lar sistemas reais complexos. Redes complexas são encontradas em diversas áreas,

incluindo biologia, física, ciência da computação e ciências sociais, onde a complexi-

dade das interações demanda uma abordagem holística para entender a dinâmica e

a evolução do sistema.

Alguns exemplos de redes complexas:

• Sociedade: A sociedade humana é um exemplo de rede complexa onde bilhões

de indivíduos interagem através de laços profissionais, de amizade e familiares.

Essas interações são essenciais para o funcionamento coeso da sociedade.

• Infraestruturas de Comunicação: As infraestruturas de comunicação, que inte-

gram bilhões de telefones celulares, computadores e satélites, são redes com-

plexas. Estas redes são responsáveis por capturar as interações entre dispositi-

vos de comunicação, incluindo conexões de internet e links sem fio.
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• Cérebro Humano: O cérebro humano opera como uma rede complexa onde bi-

lhões de neurônios se conectam e interagem, permitindo a atividade coerente

necessária para a cognição e o raciocínio.

• Sistemas Biológicos: Dentro das células vivas, redes descrevem as interações

entre genes, proteínas e metabólitos, integrando os processos biológicos essen-

ciais para a vida.

• Redes de Energia: A rede elétrica, composta por geradores e linhas de trans-

missão, é uma rede complexa que fornece energia a quase toda a tecnologia

moderna.

• Redes de Comércio: As redes de comércio global facilitam a troca de bens e ser-

viços, contribuindo para a prosperidade econômica e também desempenhando

um papel crucial na disseminação de crises financeiras e econômicas.

Por conta do caráter genérico e multidisciplinar, a ciência das redes complexas é

estudada por diversas áreas de pesquisa com diversas aplicações. Pois compreender

a sua estrutura e funcionamento pode revelar como se dá sua dinâmica nos permi-

tindo solucionar problemas em diversos campos do conhecimento (Strogatz, 2003;

Barabási, 2012).

Outro aspecto importante em redes complexas é a presença de Motifs ou motivos,

que são padrões recorrentes de interconexões entre nós em uma rede complexa. Eles

representam subestruturas que aparecem com frequência maior do que seria espe-

rado ao acaso e são considerados os blocos de construção fundamentais das redes

complexas. A identificação e análise de motivos ajudam a entender as propriedades

estruturais e funcionais de redes complexas(Rodrigues, 2007). A Figura 12 apresenta

alguns exemplos de motivos.
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Figura 12 – Exemplos de motivos: (a) three-vertex feedback, (b) three chain, (c) feed-forward loop, (d)
bi-parallel, (e) four-vertex feedback, (f) bi-fan, (g)feedback with two mutual dyads, (h) fully
connected triad e (i) uplinked mutual dyad.

Fonte: (Rodrigues, 2007)

As principais características de um motivo são a recorrência, as subestruturas pe-

quenas e a importância funcional. Motivos são detectados repetidamente em uma

rede, indicando sua importância estrutural e funcional e geralmente, consistem de um

pequeno número de nós (por exemplo, três a cinco), mas suas configurações podem

ter um impacto significativo na dinâmica da rede. Em redes neurais por exemplo, mo-

tivos podem refletir padrões de conectividade que facilitam a transmissão eficiente de

informações ou a coordenação de atividades neuronais(Rodrigues, 2007).
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4 OSCILADOR ELETRÔNICO COLPITTS

O oscilador Colpitts foi proposto por Edwin H. Colpitts em fevereiro de 1918 (Col-

pitts, 1927), provavelmente como uma modificação do oscilador Hartley (Hartley, 1920).

Esses osciladores foram os primeiros a utilizar um único tubo de vácuo, o que cons-

tituía em importante vantagem na época, visto que esses dispositivos são volumosos

e consomem bastante energia. Esses osciladores, tornam-se então mais compactos,

econômicos e simples dos que os já existentes à época (Azadmehr; Paprotny; Mar-

chetti, 2020).

Figura 13 – Modelo generalizado para um oscilador Colpitts ou Hartley, onde o estágio de ganho (𝐴)
pode ser inversor ou não-inversor, a depender da configuração do circuito tanque formado
pelos elemento 𝑍1, 𝑍2 e 𝑍3, em que 𝛽 representa o ganho de realimentação do tanque.

Fonte: (Azadmehr; Paprotny; Marchetti, 2020)

Figura 14 – Circuito tanque na configuração a) Colpitts e b) Hartley.

Fonte: (Azadmehr; Paprotny; Marchetti, 2020)

Ambos os osciladores são do tipo realimentado, constituídos por um estágio de
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ganho 𝐴 e um tanque LC de realimentação com ganho representado por 𝛽 como mos-

trado na Figura 13. A principal diferença entre ambos, está na configuração do tanque

que realimenta o circuito, no qual o Colpitts possui um divisor por capacitores, alcan-

çando frequências de oscilação acima de 100GHz (Azadmehr; Paprotny; Marchetti,

2020), já no Hartley esse divisor é constituído por indutores alcançando frequências

de 10Hz a 50MHz (??), ambos em formato 𝜋 como mostra a Figura 14.

A popularidade dessas configurações se deu pela sua simplicidade, facilidade na

operação e estabilidade superior a seus antecessores. Na literatura recente são am-

plamente encontrados em aplicações de áudio e comunicações, principalmente na-

quelas que necessitam alta frequência (Azadmehr; Paprotny; Marchetti, 2020).

Figura 15 – Topologias Colpitts, a) o indutor está conectado na entrada do ampli-
ficador, b) o indutor está conectado na saída do amplificador e c) o
indutor está conectado entre a entrada e a saída do amplificado e a
saída será inversora.

Fonte: (Azadmehr; Paprotny; Marchetti, 2020)

A Figura 15 apresenta configurações para o tanque do oscilador Colpitts, nos quais

as opções a) e b) são de amplificação não inversora, enquanto a c) é inversora. Fa-

zendo a análise do circuito da Figura 15, verifica-se que a frequência de ressonância

do oscilador é dada por:

𝑓𝑡 =
1

2𝜋
√︃
𝐿
𝐶1𝐶2
𝐶1+𝐶2

(4.1)

Seguindo o método padrão para análise qualitativa de sistemas não-lineares, foi

escolhido um modelo mínimo para o Colpitts que mantém as características principais

do oscilador real. Com base nesse modelo, são obtidas equações de estado que serão
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utilizadas para descrever e simular as respostas de osciladores acoplados, operando

em regime não-linear, objeto desse trabalho.

Para obter as equações de estados, será utilizado o clássico esquema para o osci-

lador Colpitts que contém um transistor bipolar de junção (TBJ) em sua configuração

base comum como o elemento de ganho do oscilador e o circuito tanque, como apre-

sentado na Figura 16 (a).

Iremos considerar também que o transistor é modelado por um resistor não linear

𝑅𝐸 de tensão controlada 𝑉𝐵𝐸 e uma fonte elétrica de corrente ideal 𝐼0. Desse modo,

as correntes parasitas e efeitos reversos são ignorados como mostra a Figura 16 (b).

Figura 16 – Diagrama do oscilador Colpitts em sua configuração base comum. a) Circuito do oscilador
Colpitts e b) modelo do transistor na configuração base comum.

(a) Circuito do oscilador Colpitts

(b) modelo do transistor na configuração base
comum.

Fonte: Autoria própria.

Analisando as correntes do nó do coletor, obtém-se a seguinte equação:
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𝐼𝐿 = 𝐼𝐶1 + 𝐼𝐶 (4.2)

Sabe-se que 𝛼𝐹 é o ganho de corrente do transistor bipolar na configuração base

comum, podendo ser expresso como 𝐼𝐶 = 𝛼𝐹 𝐼𝐸 e também que 𝐼𝐸 = 𝑓 (𝑉𝐵𝐸 ) = 𝑓 (−𝑉𝐶2),

então:

𝐶1
𝑑𝑉𝐶1
𝑑𝑡

= −𝛼𝐹 𝐼𝐸 + 𝐼𝐿 (4.3)

𝐶1
𝑑𝑉𝐶1
𝑑𝑡

= −𝛼𝐹 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 (4.4)

Agora, analisando a malha que vai de +𝑉𝐶𝐶 ao terra pelos capacitores 𝐶1 e 𝐶2,

temos:

𝑉𝐶𝐶 − 𝑅𝐼𝐿 − 𝐿
𝑑𝐼𝐿

𝑑𝑡
−𝑉𝐶1 −𝑉𝐶2 = 0 (4.5)

Reorganizando a equação em função de 𝐼𝐿, tem-se:

𝐿
𝑑𝐼𝐿

𝑑𝑡
= −𝑉𝐶1 −𝑉𝐶2 − 𝑅𝐼𝐿 +𝑉𝐶𝐶 (4.6)

Pode-se agora obter uma equação para a tensão no capacitor 𝐶2 analisando o nó

𝑏:

𝐼𝐸 + 𝐼𝐶1 = 𝐼0 + 𝐼𝐶2 (4.7)

Utilizando a equação 4.2, tem-se:

𝐼𝐶2 = 𝐼𝐸 − 𝐼𝐶 + 𝐼𝐿 − 𝐼0 (4.8)

𝐼𝐶2 = 𝐼𝐸 − 𝛼𝐹 𝐼𝐸 + 𝐼𝐿 − 𝐼0 (4.9)

𝐼𝐶2 = (1 − 𝛼𝐹)𝐼𝐸 + 𝐼𝐿 − 𝐼0 (4.10)

𝐶2
𝑑𝑉𝐶2
𝑑𝑡

= (1 − 𝛼𝐹) 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 − 𝐼0 (4.11)
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Utilizando as vaiáveis de estado 𝑉𝐶1, 𝑉𝐶2 e 𝐼𝐿, no qual 𝑓 (∗) é o ponto de operação,

obtem-se:


𝐶1

𝑑𝑉𝐶1
𝑑𝑡

= −𝛼𝐹 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿

𝐶2
𝑑𝑉𝐶2
𝑑𝑡

= (1 − 𝛼𝐹) 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 − 𝐼0

𝐿
𝑑𝐼𝐿
𝑑𝑡

= −𝑉𝐶1 −𝑉𝐶2 − 𝑅𝐼𝐿 +𝑉𝐶𝐶

(4.12)

Sendo assim, o ponto de operação indica as condições para que o transistor opere

na região ativa, permitindo que o circuito entre em modo de oscilação.

4.1 SOLUÇÕES ESTACIONÁRIAS

O ponto de operação 𝑓 (∗) é aquele em que o resistor não-linear do transistor 𝑅𝐸 ,

apresentado na Figura 16 (b), está em condução. Essa característica pode ser ex-

pressa como:

𝐼𝐸 = 𝑓 (𝑉𝐵𝐸 ) = 𝑓 (−𝑉𝐶2) (4.13)

no qual:

𝐼𝐸 =


𝐼0(𝑉𝐵𝐸−𝑉𝑡ℎ𝑉𝑇

), 𝑉𝐵𝐸 ≥ 𝑉𝑡ℎ

0, 𝑉𝐵𝐸 < 𝑉𝑡ℎ

(4.14)

Onde 𝑉𝑡ℎ = 𝑉𝑇 [𝑙𝑛(𝛼𝐹 𝐼0𝐼𝑆 − 1] é a tensão de limiar, com 𝛼𝐹 ≈ 0, 99 , 𝐼𝑆 ≈ 10−15𝐴,

𝑉𝑇 ≡ 𝐾𝐵𝑇
𝑞

≈ 26𝑚𝑉 à 300𝐾 (𝑘𝐵=constante de Boltzman, 𝑇= temperatura em 𝐾 e 𝑞=

carga do elétron).

Utilizando as equações de estado, pode-se obter a solução estacionária para o

ponto de operação.


𝐶1 ¤𝑉𝐶1 = −𝛼𝐹 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 , (𝑖)

𝐶2 ¤𝑉𝐶2 = (1 − 𝛼𝐹) 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 − 𝐼0, (𝑖𝑖)

𝐿 ¤𝐼𝐿 = −𝑉𝐶1 −𝑉𝐶2 − 𝑅𝐼𝐿 +𝑉𝐶𝐶 , (𝑖𝑖𝑖)

(4.15)
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Fazendo ¤𝑉𝐶1 = 0, ¤𝑉𝐶2 = 0, ¤𝐼𝐿 = 0 e 𝑓 (−𝑉𝐶2) = 𝐼0(𝑉𝐵𝐸−𝑉𝑡ℎ𝑉𝑇
) = 𝐼0( −𝑉𝐶2−𝑉𝑡ℎ

𝑉𝑇
), relacionando

as equações (𝑖) e (𝑖𝑖) para a tensão dos capacitores, obtém-se:

𝐼0 = 𝑓 (−𝑉𝐶2) = 𝐼0(−𝑉𝐶20−𝑉𝑡ℎ
𝑉𝑇

) (4.16)

Eliminando-se 𝐼0 da equação 4.16 e reorganizando em função de 𝑉𝐶20, temos:

𝑉𝑇 = −𝑉𝐶20 −𝑉𝑡ℎ = −𝑉𝐶20 −𝑉𝑇𝑙𝑛(𝛼𝐹
𝐼0
𝐼𝑆
) +𝑉𝑇 (4.17)

𝑉𝐶20 = −𝑉𝑇𝑙𝑛(𝛼𝐹
𝐼0
𝐼𝑆
) (4.18)

Aplicando as mesmas considerações à equação 4.15 (𝑖), obtém-se:

𝐼𝐿0 = 𝛼𝐹 𝑓 (−𝑉𝐶2) (4.19)

Relacionando as equações 4.16 e 4.19, chega-se a:

𝐼𝐿0 = 𝛼𝐹 𝐼0 (4.20)

Agora, aplicando as equações 4.18 e 4.20 na equação 15 (𝑖𝑖𝑖):

−𝑉𝐶10 −𝑉𝐶20 − 𝑅𝐼𝐿0 +𝑉𝐶𝐶 = 0 (4.21)

𝑉𝐶10 = 𝑉𝑇𝑙𝑛(𝛼𝐹
𝐼0
𝐼𝑆
) − 𝑅𝛼𝐹 𝐼0 +𝑉𝐶𝐶 (4.22)

Logo, apresenta-se o conjunto de soluções estacionárias para o ponto de opera-

ção:

𝑂 :


𝑉𝐶10 = 𝑉𝑇𝑙𝑛(𝛼𝐹 𝐼0𝐼𝑆 ) − 𝑅𝛼𝐹 𝐼0 +𝑉𝐶𝐶

𝑉𝐶20 = −𝑉𝑇𝑙𝑛(𝛼𝐹 𝐼0𝐼𝑆 )

𝐼𝐿0 = 𝛼𝐹 𝐼0

(4.23)
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4.2 EQUAÇÕES DE ESTADO NORMALIZADAS

Para simplificar os cálculos numéricos introduzimos variáveis de estado adimensi-

onais (𝑥1 , 𝑥2 e 𝑥3), escolhendo-se como origem do novo sistema de coordenadas o

ponto de operação (𝑂). Normalizando as tensões (𝑉𝑟𝑒 𝑓 = 𝑉𝑇 ), correntes (𝐼𝑟𝑒 𝑓 = 𝐼0) e

tempo (𝑡𝑟𝑒 𝑓 = 1
𝜔0

), no qual 𝜔0 = 1√︃
𝐿

𝐶1𝐶2
𝐶1+𝐶2

, essas relações nos dão:


𝑥1(𝑡) = 1

𝑉𝑇
[𝑉𝐶1(𝜔0𝑡) −𝑉𝐶10]

𝑥2(𝑡) = 1
𝑉𝑇

[𝑉𝐶2(𝜔0𝑡) −𝑉𝐶20]

𝑥3(𝑡) = 1
𝐼0
[𝐼𝐿 (𝜔0𝑡) − 𝐼𝐿0]

(4.24)

Fazendo a transformação linear nas variáveis de estado e tempo, as equações para

o oscilador Colpitts podem ser reescritas em termos das variáveis de estado.

Resolvendo para a primeira variável:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑉𝐶1) =

1
𝐶1

[−𝛼𝐹 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿] (4.25)

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥1𝑉𝑇 +𝑉𝐶10) =

1
𝐶1

[−𝛼𝐹 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿] (4.26)

¤𝑥1𝑉𝑇𝜔0 =
1
𝐶1

[−𝛼𝐹𝑛(−𝑥2) + 𝑥3] (4.27)

¤𝑥1 =
1

𝐶1𝑉𝑇𝜔0
[−𝛼𝐹𝑛(−𝑥2) + 𝑥3] (4.28)

Para a segunda variável:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑉𝐶2) =

1
𝐶2

[(1 − 𝛼𝐹) 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 − 𝐼0] (4.29)

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥2𝑉𝑇 +𝑉𝐶20) =

1
𝐶2

[(1 − 𝛼𝐹) 𝑓 (−𝑉𝐶2) + 𝐼𝐿 − 𝐼0] (4.30)

¤𝑥2𝑉𝑇𝜔0 =
1
𝐶2

[(1 − 𝛼𝐹)𝑛(−𝑥2) + 𝑥3 − 𝐼0] (4.31)

¤𝑥2 =
1

𝐶2𝑉𝑇𝜔0
[(1 − 𝛼𝐹)𝑛(−𝑥2) + 𝑥3 − 𝐼0] (4.32)
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E, por fim, para a terceira variável:

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝐿) =

1
𝐿
[−𝑉𝐶1 −𝑉𝐶2 − 𝑅𝐼𝐿 +𝑉𝐶𝐶] (4.33)

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥3𝐼0 + 𝐼𝐿0) =

1
𝐿
[−𝑉𝐶1 −𝑉𝐶2 − 𝑅𝐼𝐿 +𝑉𝐶𝐶] (4.34)

¤𝑥3𝐼0𝜔0 =
1
𝐿
[−𝑥1 − 𝑥2 − 𝑅𝑥3 +𝑉𝐶𝐶] (4.35)

¤𝑥3 =
1

𝐿𝐼0𝜔0
[−𝑥1 − 𝑥2 − 𝑅𝑥3 +𝑉𝐶𝐶] (4.36)

Chegamos então ao seguinte conjunto de equações de estado normalizadas:


¤𝑥1 = 1

𝐶1𝑉𝑇𝜔0
[−𝛼𝐹𝑛(−𝑥2) + 𝑥3]

¤𝑥2 = 1
𝐶2𝑉𝑇𝜔0

[(1 − 𝛼𝐹)𝑛(−𝑥2) + 𝑥3 − 𝐼0]

¤𝑥3 = 1
𝐿𝐼0𝜔0

[−𝑥1 − 𝑥2 − 𝑅𝑥3 +𝑉𝐶𝐶]

(4.37)

Pode-se reescrever o conjunto de equações relacionando-as a variáveis que des-

crevem características do funcionamento do circuito elétrico, tais como:

• O fator de qualidade do tanque RL (𝑄 =
𝜔0𝐿
𝑅

).

• O termo para o divisor de tensão capacitivo (𝐾 =
𝐶2

𝐶1+𝐶2
).

• O parâmetro 𝑔∗ é o ganho da malha no qual o critério de Barkhausen é satisfeito

para 𝛼𝐹 = 1. Esse critério determina a condição para o qual o sistema irá oscilar.

Em geral, o sistema começa a oscilar somente se a condição 𝑔∗ > 1 for satis-

feita. Chega-se assim ao conjunto de equações de estado normalizadas utilizando os

parâmetros 𝑔∗, 𝐾 e 𝑄.


¤𝑥1 =

𝑔∗

𝑄(1−𝑘) [𝑛(−𝑥2) + 𝑥3]

¤𝑥2 =
𝑔∗

𝑄𝐾
𝑥3

¤𝑥3 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)
𝑔∗ [𝑥1 + 𝑥2] − 1

𝑄
𝑥3

(4.38)
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4.3 COMPORTAMENTO CAÓTICO DO OSCILADOR COLPITTS

Um diagrama de bifurcação é um gráfico que mostra como o comportamento de

um sistema muda em função de um particular parâmetro. Ele é frequentemente usado

na dinâmica não linear para apresentar as regiões de diferentes regimes de oscilações

(frequência única, múltiplas frequências, caos) em função de um parâmetro crítico.

Em um diagrama de bifurcação, o parâmetro varia no eixo horizontal, e uma variá-

vel do sistema é representada na escala vertical. À medida que o parâmetro é variado,

pontos no gráfico são desenhados para mostrar o comportamento do sistema em cada

valor do parâmetro. Quando o sistema se comporta de forma estável, apenas poucos

pontos são desenhados para cada valor do parâmetro. No entanto, quando o sistema

apresenta comportamento caótico, um número grande de pontos de uma quantidade

divergente são desenhados para o mesmo valor do parâmetro, mostrando trajetórias,

entre as infinitas que o sistema pode seguir.

A partir das equações de estado para o oscilador Colpitts foram construídos os dia-

gramas de bifurcação em função do parâmetro 𝐼0 (Figura 18), a corrente do oscilador,

e 𝑔∗ (Figura 17), que é diretamente relacionado à corrente do oscilador, pelos quais

têm-se o controle do comportamento do oscilador e sua rota ao caos.


¤𝑥 = 𝑔∗

𝑄(1−𝑘) [𝑛(−𝑦) + 𝑧]

¤𝑦 = 𝑔∗

𝑄𝐾
𝑧

¤𝑧 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)
𝑔∗ [𝑥 + 𝑦] − 1

𝑄
𝑧

(4.39)

Para facilitar as análises, diferentemente da seção anterior (ver eq. 4.38) utilizamos

𝑥, 𝑦 e 𝑧 para representar as variáveis de estado normalizadas 𝑥1, 𝑥2 e 𝑥3 respectiva-

mente. No sistema 4.39, Q é o fator de qualidade do tanque RL (𝑄 =
𝜔0𝐿
𝑅

), K é o termo

para o divisor de tensão capacitivo (𝐾 =
𝐶2

𝐶1+𝐶2
) e 𝑔∗ = 𝛼𝐹 𝐼0𝐿

𝑉𝑇𝑅(𝐶1+𝐶2) . Esse sistema é obtido

considerando-se condições ideais (𝛼𝐹 = 1 e 𝑄0 = 0) como descrito na seção anterior.

Pode-se verificar nas Figuras 17 e 18 que a primeira bifurcação ocorre após 𝑔∗ =

12.40 o que equivale a corrente de 1.95𝑚𝐴. A partir desse valor, novas bifurcações

ocorrem e, aproximadamente para 𝑔∗ > 21 o sistema entra em regime caótico.

As Figuras 19 e 20 apresentam, respectivamente, séries temporais e os diagramas

de espaço fase para as variáveis de estado 𝑥 e 𝑦, pelos quais confirmam o regime de
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Figura 17 – Diagrama de bifurcação, obtido por meio de simulação numérica, para a variável de estado
𝑦 em função de 𝑔∗ utilizando os parâmetros: 𝐶1 = 10𝑛𝐹, 𝐶2 = 3.3𝑛𝐹, 𝑅 = 100Ω e 𝐿 = 220𝜇𝐻.

Fonte: Autoria própria.

Figura 18 – Diagrama de bifurcação, obtido por meio de simulação numérica, para a variável de estado
𝑦 em função da corrente 𝐼0 utilizando-se os parâmetros: 𝐶1 = 10𝑛𝐹, 𝐶2 = 3.3𝑛𝐹, 𝑅 = 100Ω e
𝐿 = 220𝜇𝐻.

Fonte: Autoria própria.
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funcionamento do oscilador previsto pelo diagrama de bifurcação, calculado numeri-

camente. A Figura 20 foi desenhada eliminando-se o transiente para melhor visualizar

o comportamento do oscilador ao longo do tempo. O eixo vertical da série temporal

apresentada na Figura 19 é adimensional e tem sua escala modificada para melhor vi-

sualização do comportamento do sinal, o qual tem sua amplitude aumentada a medida

que corrente de operação 𝐼0 cresce, o que também condiz ao diagrama de bifurcação

apresentado.

Utilizando um simulador de circuitos eletrônicos, foi montado o circuito referente ao

oscilador Colpitts, no qual foram obtidas as equações de estado. Verificou-se que o

oscilador entra em regime caótico muito antes da corrente chegar ao valor que apre-

sentaria a primeira bifurcação (𝐼0 = 1.95𝑚𝐴).

A não correspondência observada entre o diagrama de bifurcação obtido numeri-

camente apresentado na Figura 18 e o medido no simulador de circuitos eletrônicos

Figura 21, não é surpreendente, e de fato esperado, dada as diferenças com os va-

lores dos componentes numéricos e reais. Buscou-se obter um fator de escala que

permitisse a correspondência.

A Figura 22 apresenta os resultados da simulação em que varia-se a corrente no

circuito até obter-se o valor no qual ocorre a primeira bifurcação (dobra-se o período),

relacionando-o com o valor da corrente em que o mesmo comportamento ocorre no

diagrama da Figura 18.

Com esses valores, obtém-se um fator de escala que permite construir um novo

diagrama de bifurcação (Figura 23), em função da corrente. Desta forma é mais direta

a comparação com a figura obtida com o simulador de circuitos eletrônicos.
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Figura 19 – Séries temporais para as variáveis de estado 𝑥 e 𝑦 em diferentes valores de 𝑔∗ utilizando
os parâmetros: 𝐶1 = 10𝑛𝐹, 𝐶2 = 3.3𝑛𝐹, 𝑅 = 100Ω e 𝐿 = 220𝜇𝐻.

(a) 𝐼0 = 0.08𝑚𝐴, 𝑔∗ = 0.5

(b) 𝐼0 = 1.26𝑚𝐴, 𝑔∗ = 8

(c) 𝐼0 = 2.36𝑚𝐴, 𝑔∗ = 15

(d) 𝐼0 = 2.83𝑚𝐴, 𝑔∗ = 18

(e) 𝐼0 = 3.3𝑚𝐴, 𝑔∗ = 21

(f) 𝐼0 = 3.93𝑚𝐴, 𝑔∗ = 25

Fonte: Autoria própria.
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Figura 20 – Retrato de fase com 𝑥 em função de 𝑦 para diferentes valores 𝑔∗ utilizando os parâmetros:
𝐶1 = 10𝑛𝐹, 𝐶2 = 3.3𝑛𝐹, 𝑅 = 100Ω e 𝐿 = 220𝜇𝐻.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fonte: Autoria própria.
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Figura 21 – Ambiente do simulador de circuitos eletrônicos, apresentando resultados para a corrente
do circuito em aproximadamente 1.2mA. Em destaque o retrato de fase, obtido quando o
oscilador está operando em regime caótico.

Fonte: Autoria própria.

Figura 22 – Tensão no capacitor 1 em função da tensão no capacitor 2 (𝑉𝐶1 × 𝑉𝐶2) apresentando o
valor da corrente 𝐼0 para o qual (a) o circuito opera em regime de frequência única e (b)
para o qual ocorre a primeira bifurcação do oscilador, ou seja, entra em regime com duas
frequências.

(a) Regime de frequência única. (b) Primeira bifurcação

Fonte: Autoria própria.
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Figura 23 – Diagrama de bifurcação da variável 𝑦 em função de 𝐼0 corrigido com o fator de escala.

Fonte: Autoria própria.

As Figuras 24 e 26 mostram a correspondência entre o diagrama de bifurcação,

apresentado na Figura 23, e o oscilador simulado para diferentes valores de corrente.

As duplicações de períodos e formatos dos retratos de fase se aproximam bastante

do que foi obtido pelas equações de estado quando aplicado o fator de correção. Não

foram aplicados fatores de correção para as amplitudes, pois não era o interesse no

momento, o que pode ser feito a posteriori.

O diagrama de bifurcação mostrou ser uma ferramenta bastante funcional para

avaliar o comportamento desse circuito não-linear, permitindo-nos identificar faixas de

regime de operação e características do sistema. Esses resultados orientam a sua

implementação experimental.
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Figura 24 – Retrato de fase (𝑉𝐶1 × 𝑉𝐶2) para vários valores de corrente obtidos por meio do simulador
de circuitos eletrônicos.

(a) 𝐼0 = 0.44𝑚𝐴, 𝑔∗ = 10 (b) 𝐼0 = 0.66𝑚𝐴, 𝑔∗ = 15

(c) 𝐼0 = 0.75𝑚𝐴, 𝑔∗ = 17 (d) 𝐼0 = 0.84𝑚𝐴, 𝑔∗ = 19

(e) 𝐼0 = 0.93𝑚𝐴, 𝑔∗ = 21 (f) 𝐼0 = 1.3𝑚𝐴, 𝑔∗ = 30

Fonte: De autoria própria.
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Figura 25 – Diagramas de espaço fase das variáveis 𝑥 × 𝑦 , obtidos por meio de simulação numérica
através das equações de estado (equações 4.38), para comparação com os gráficos obti-
dos no simulador.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fonte: Autoria própria.
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Figura 26 – Séries temporais das variáveis 𝑥 e 𝑦, obtidas por meio de simulação numérica através
das equações de estado (equações 4.38), para comparação com os gráficos obtidos no
simulador.

(a) 𝐼0 = 0.46𝑚𝐴, 𝑔∗ = 10

(b) 𝐼0 = 0.69𝑚𝐴, 𝑔∗ = 15

(c) 𝐼0 = 0.79𝑚𝐴, 𝑔∗ = 17

(d) 𝐼0 = 0.88𝑚𝐴, 𝑔∗ = 19

(e) 𝐼0 = 0.97𝑚𝐴, 𝑔∗ = 21

(f) 𝐼0 = 1.39𝑚𝐴, 𝑔∗ = 30

Fonte: Autoria própria.
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5 SINCRONIZAÇÃO

Nas últimas décadas, houve um crescente interesse no tema da sincronização

de sistemas caóticos, posto que a sincronização para esses sistemas não parecia

ser óbvio, a priori. Como se sabe, sistemas caóticos idênticos, mas com pequenas

variações em suas condições iniciais possuem trajetórias bem diferentes ao longo do

tempo (Strogatz, 1994).

Louis Pecora e Thomas Carrol demonstraram nos anos 1990 que sistemas caóti-

cos acoplados podem sincronizar(Pecora; Carroll, 1990). Desde então vários estudos

foram realizados para sincronizar osciladores eletrônicos com comportamento caótico.

Figura 27 – Diagrama representando o acoplamento (a) unidirecional e (b) bidirecional.

(a) Unidirecional (b) Bidirecional

Fonte: Autoria própria.

Pode-se definir a sincronização como o processo onde dois ou mais sistemas caó-

ticos (equivalentes ou não) ajustam-se entre si uma determinada propriedade de seu

comportamento que ocorre devido ao acoplamento, seja ele acoplamento unidirecio-

nal ou bidirecional, como representado na Figura 27. No acoplamento unidirecional,

apenas o segundo oscilador (response) recebe algum sinal de variável do primeiro

oscilador (driver ), já no acoplamento bidirecional, ambos recebem os sinais do outro

oscilador.

A sincronização pode ocorrer de forma completa (Pecora; Carroll, 1990; Boccaletti

et al., 2002), em fase (Jr; Ott; Hess, 1998) ou ainda com atraso (Fischer et al., 2006),

entre outras diversas maneiras, os quais, alguns deles serão apresentados ao longo

dessa dissertação.

5.1 SINCRONIZAÇÃO COMPLETA POR ACOPLAMENTO DIRETO

Para se verificar a sincronização completa por acoplamento direto, serão utiliza-

dos osciladores do tipo Colpitts idênticos acoplados. Os subíndices 1 e 2 indicam as
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variáveis de estado referentes a cada um dos osciladores, "driver" e "response", res-

pectivamente. Como Pecora e Carroll demonstraram, podemos realizar o acoplamento

dos sistemas, trocando uma variável do sistema response de forma direta pela variá-

vel do sistema driver, ou seja, realizando um acoplamento unidirecional. As equações

de estado que governam o comportamento do sistema driver-response dos sistemas

Colpitts por acoplamento direto é apresentado a seguir:


¤𝑥1 =

𝑔∗

𝑄(1−𝑘) [𝑛(−𝑦1) + 𝑧1]

¤𝑦1 =
𝑔∗

𝑄𝐾
𝑧1

¤𝑧1 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)
𝑔∗ [𝑥1 + 𝑦1] − 1

𝑄
𝑧1

(5.1)


¤𝑥2 =

𝑔∗

𝑄(1−𝑘) [𝑛(−𝑦1) + 𝑧2]

¤𝑦2 =
𝑔∗

𝑄𝐾
𝑧2

¤𝑧2 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)
𝑔∗ [𝑥2 + 𝑦1] − 1

𝑄
𝑧2

(5.2)

Onde, Q é o fator de qualidade do tanque RL (𝑄 =
𝜔0𝐿
𝑅

), K é o termo para o divisor

de tensão capacitivo (𝐾 =
𝐶2

𝐶1+𝐶2
) e 𝑔∗ = 𝛼𝐹 𝐼0𝐿

𝑉𝑇𝑅(𝐶1+𝐶2) . Esse sistema é obtido considerando-

se condições ideais (𝛼𝐹 = 1 e 𝑄0 = 0). Uma descrição mais detalhada do procedimento

pode ser encontrada no capítulo 4. Foram usados os valores 𝐶1 = 10𝑛𝐹, 𝐶2 = 3.3𝑛𝐹 e

𝐿1 = 220𝜇𝐻 para preservar as análises obtidas inicialmente para o oscilador individual,

o qual foi estudado nos capítulos anteriores.

Na Figura 28(a), apresentamos as séries temporais para os dois osciladores idên-

ticos, desacoplados, oscilando a partir de condições iniciais ligeiramente diferentes,

onde verificamos a evolução temporal de ambas as variáveis 𝑦1 e 𝑦2 completamente

descorrelacionadas. As séries temporais dos sinais das variáveis 𝑦1 e 𝑦2 são mostra-

das na Figura 28(b) para o sistema acoplado de forma direta, descrito pelo conjunto

de equações 5.1 e 5.2.
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Figura 28 – Séries temporais para as variáveis de estado 𝑦1 e 𝑦2 para os osciladores driver (azul) e
response(laranja) a) desacoplados e b) desacoplados, ambos partindo de condições iniciais
diferentes.

(a)

(b)

Fonte: Autoria própria.

Percebe-se, que mesmo partindo de condições iniciais diferentes, os sistemas ra-

pidamente sincronizam. Isso se deve as características da variável 𝑦1 inserida no sis-

tema response ¤𝑦2 que aproxima sua trajetória à do sistema driver ao longo do tempo.

5.2 SINCRONIZAÇÃO COMPLETA POR ACOPLAMENTO RESISTIVO

A sincronização generalizada também por ser obtida por meio de acoplamento

resistivo, que pode ser de forma unidirecional, onde o sistema response é estimulado

pela dinâmica do sistema driver, ou bidirecional onde ambos os sistemas recebem

estímulos um do outro.

Na apresentação das equações 5.4, utilizou-se a mesma notação da seção ante-

rior para os subíndices das variáveis. Nas equações do sistema response foi introdu-

zido o termo 𝜖 [𝑦1 − 𝑦2], de acoplamento resistivo na equação de 𝑦, que representa

um acoplamento unidirecional, onde 𝜖 representa o coeficiente de acoplamento. Esse

acoplamento na variável 𝑦, tensão no capacitor 𝐶2, permite, no arranjo experimental,

uma referência comum aos dois osciladores em que os sinais serão mensurados. Ou-

tro fator importante para se realizar esse acoplamento na variável 𝑦 é que esse sinal
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possui amplitude maior em relação a 𝑥 e 𝑧, o que facilita a realização de medidas

experimentais. 
¤𝑥1 =

𝑔∗

𝑄(1−𝑘) [𝑛(−𝑦1) + 𝑧1]

¤𝑦1 =
𝑔∗

𝑄𝐾
𝑧1

¤𝑧1 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)
𝑔∗ [𝑥1 + 𝑦1] − 1

𝑄
𝑧1

(5.3)


¤𝑥2 =

𝑔∗

𝑄(1−𝑘) [𝑛(−𝑦2) + 𝑧2]

¤𝑦2 =
𝑔∗

𝑄𝐾
𝑧2 + 𝜖 [𝑦1 − 𝑦2]

¤𝑧2 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)
𝑔∗ [𝑥2 + 𝑦2] − 1

𝑄
𝑧2

(5.4)

Novamente, como na técnica de substituição direta, utilizando os mesmos valores

para os parâmetros dos dois osciladores porém com condições inicias ligeiramente

diferentes. Dessa forma, os sistemas livres possuem trajetórias diferentes.

A Figura 29 apresenta, respectivamente, as séries temporais e os diagramas de

espaço fase para diferentes valores de 𝜖 entre 0 e 0.4 do acoplamento resistivo entre

as variáveis 𝑦1 e 𝑦2 dos sistemas.

Pode-se verificar que para valores de 𝜖 < 0.1 a sincronização é fraca (praticamente

um acoplamento apenas na fase), resultando em descorrelação das amplitudes dos

dois osciladores (veja na Figura 29 (a)). Para confirmar a observação, foi utilizada a

medida 𝑅2 (capítulo 3.2, o coeficiente de determinação, que verifica o quão bem os da-

dos do sinal observado se ajusta aos dados utilizados como referência, nos permitindo

comparar o sinal do response com o do driver. Quanto mais próximo 𝑅2 estiver do va-

lor 1, melhor a similaridade entre os sinais. A medida que 𝜖 aumenta, o valor de 𝑅2

entre 𝑦1 e 𝑦2 cresce, até que para 𝜖 > 0.3 ocorre a sincronização generalizada(𝑅2 = 1).

A sincronização generalizada ocorre mesmo quando os sistemas são ligeiramente

diferentes, como mostrado na Figura 30, no qual as séries temporais e espaço fase

respectivamente para os sinais 𝑦1 e 𝑦2 são obtidas com um acoplamento fixo em 𝜖 =

0.8 e variando-se percentualmente os valores dos componentes que constituem os

sistemas driver-response (𝐶1, 𝐶2, 𝐿, 𝑅) entre 5% e 50%.

Observa-se que para diferenças percentuais de até 10% entre os parâmetros do

sistema a sincronização é bastante forte, acima disso a sincronização decai bastante,

como apresenta a Figura 31.
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Figura 29 – (a) Séries temporais com o seu correspondente 𝑅2 e (b) diagramas de espaço fase, ambos
para as variáveis de estado 𝑦1 e 𝑦2 dos osciladores driver e response com acoplamento do
tipo resistivo para diferentes valores de coeficiente de acoplamento 𝜖 . A linha vertical pon-
tilhada indica o instante em que o acoplamento entre os osciladores ocorre na simulação.

(a) (b) espaço fase

Fonte: Autoria própria.
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Figura 30 – Séries temporais para as variáveis de estado 𝑦1 e 𝑦2 dos osciladores driver e response
acoplados de forma resistiva e com diferenças percentuais dos componentes dos sistemas.

(a) Séries temporais (b) espaço fase

Fonte: Autoria própria.
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Figura 31 – Variação de 𝑅2 em função da diferença percentual entre os componentes dos sistemas
driver e response para as variáveis de estado 𝑦1 e 𝑦2 acoplados de forma resistiva.

Fonte: Autoria própria.
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5.3 SINCRONIZAÇÃO COMPLETA COM ACOPLAMENTO ATRASADO

No acoplamento de dois osciladores sempre ocorre atraso, devido a sua propa-

gação em tempo finito. Se esse atraso for comparável aos tempos característicos da

dinâmica do sistema então pode influenciar na forma como os elementos sincronizam-

se. No caso do acoplamento unidirecional, a sincronização pode ser feito com um

atraso temporal havendo fidelidade do segundo oscilador, no tempo de atraso. Em

configurações bidirecionais, os osciladores interagem mutuamente, e o atraso no aco-

plamento pode levar a novos comportamentos, como a sincronização isócrona, onde

dois dos osciladores sincronizam-se "sem defasagem", apesar do atraso. Este fenô-

meno é observado em redes neurais e em sistemas de comunicação, permitindo um

comportamento coletivo sincronizado e estável (FISCHER et al., 2006; FRASCA et al.,

2018).

5.3.1 Acoplamento unidirecional com atraso

Realizamos acoplamento unidirecional com atraso, adicionando a equação para a

variável 𝑦 do segundo oscilador Colpitts o termo 𝜖
[
𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡 − 𝜏)

]
na equação 5.6.

Note que a variável 𝑦1 é tomada no tempo 𝑡 − 𝜏, em que 𝜏 é o atraso de transmissão.

As equações dos dois osciladores estão re-escritas abaixo, nas equações 5.5 e 5.6.

O sistema com acoplamento atrasado está representado pela Figura 32.



𝑑𝑥1/𝑑𝑡 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦1(𝑡)

)
+ 𝑧1(𝑡)

]
𝑑𝑦1/𝑑𝑡 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦1(𝑡)

)
+ 𝑧1(𝑡)

]
𝑑𝑧1/𝑑𝑡 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥1(𝑡) + 𝑦1(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧1(𝑡)

(5.5)



𝑑𝑥2/𝑑𝑡 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦2(𝑡)

)
+ 𝑧2(𝑡)

]
𝑑𝑦2/𝑑𝑡 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦2(𝑡)

)
+ 𝑧2(𝑡)

]
− 𝜖

[
𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡 − 𝜏)

]
𝑑𝑧2/𝑑𝑡 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥2(𝑡) + 𝑦1(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧2(𝑡)

(5.6)
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Figura 32 – Representação em diagrama do acoplamento unidirecional com atraso entre dois oscilado-
res Colpitts.

Fonte: Autoria própria.

Devido à complexidade adicional introduzida pelos termos de atraso, as equações

diferenciais necessitam de métodos de integração numérica especializados. Um dos

métodos amplamente utilizados para a integração de equações diferenciais atrasadas

é o método de Bogacki-Shampine (ver seção 3.2. Este método é uma variante dos mé-

todos Runge-Kutta e é especificamente adaptado para resolver equações diferenciais

com atraso(Flunkert, 2011). Por meio desse método, realizou-se a integração numé-

rica para obter as soluções temporais das variáveis dos osciladores 1 e 2 das eq. 5.5

e 5.6.

Para comparar os sinais atrasados, foi utilizada a equação 5.7 da correlação cru-

zada normalizada, que mede a similaridade entre duas séries temporais à medida

que uma delas é deslocada no tempo. Essa técnica é particularmente útil para iden-

tificar atrasos (𝜏) ou lags temporais entre as séries, e dessa forma definir o tipo de

sincronização entre os sinais (Mulet et al., 2003).

Como apresentado na seção 3.2, a correlação cruzada é

𝐶𝑥𝑦 (𝜏) =
⟨𝑥(𝑡)𝑦(𝑡 + 𝜏)⟩√︃〈
𝑥2(𝑡)

〉 〈
𝑦2(𝑡)

〉 (5.7)

em que 𝑥(𝑡) e 𝑦(𝑡) são as séries temporais que estão sendo analisadas e 𝜏 é o desloca-

mento temporal para comparação. Seja um sistema descrito pelas eq. 5.5 e 5.6, com

condições tais que suas correntes são ligeiramente diferentes (𝑔∗1 = 25.1 e 𝑔∗2 = 25.3)

acoplados com valor de acoplamento 𝜖 = 1, a Figura 33 apresenta séries temporais

com a respectiva medida de correlação cruzada normalizada para o sistema proposto,

considerando que o atraso de propagação do sinal entre os osciladores é de 5𝜇𝑠 e

as condições iniciais são randomicamente distintas. Os osciladores evoluem indepen-

dentemente até serem acoplados no instante indicado nos gráficos da Figura 33, pela

linha pontilhada verde em 15𝜇𝑠 na série temporal. Eles rapidamente sincronizam-se

com atraso 𝜏.
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Figura 33 – (a) Séries temporais e (b) medida de correlação cruzada para os sistemas das eqs. 5.5 e
5.6 para os osciladores acoplados de forma unidirecional com atraso de 5𝜇𝑠.
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Fonte: Autoria própria.

A correlação máxima ocorre exatamente no atraso imposto no acoplamento, como

mostrado na Figura 33 (b). Acima da figura, é indicada uma correlação máxima de

98%, que ocorre em 5𝜇𝑠, evidenciando que a sincronização completa ocorre com o

atraso determinado.

Para diferentes valores de atraso, observa-se na Figura 34 que a intensidade da

correlação cruzada diminui à medida que o atraso aumenta. No entanto, quando o

valor do atraso diminui, observa-se que a correlação aumenta, indicando a ocorrência

de sincronização com atraso.

A intensidade da correlação cruzada diminui à medida que o atraso aumenta, como

observa-se na Figura 34, onde diferentes valores de atraso são usados. No entanto,

quando o valor do atraso diminui, observa-se que a correlação aumenta, indicando a

ocorrência de sincronização com atraso.
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Figura 34 – Séries temporais e medida de correlação cruzada para os osciladores acoplados de forma
unidirecional com diferentes valores de atraso.
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Fonte: Autoria própria.

5.3.2 Três osciladores acoplados unidirecionalmente e com atraso

Com osciladores Colpitts, acoplados de forma unidirecional em um arranjo em que

tem-se um oscilador central (1) e dois osciladores externos (2 e 3), figura 35, verifi-

camos se o comportamento visto na subseção 5.3.1 permanece com a presença de

mais um oscilador acoplado ao sistema.
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Figura 35 – Representação em diagrama do acoplamento unidirecional com atraso entre três oscilado-
res Colpitts.

Fonte: Autoria própria.

O sistema de equações para o arranjo é descrito pelas equações 5.8, 5.9 e 5.10

no qual pode-se verificar a presença do acoplamento nas variáveis 𝑦 das equações

5.9 e 5.10 que corresponde ao acoplamento unidirecional entre o oscilador central e

os osciladores externos.
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¤𝑥1 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦1(𝑡)

)
+ 𝑧1(𝑡)

]
¤𝑦1 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦1(𝑡)

)
+ 𝑧1(𝑡)

]
¤𝑧1 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥1(𝑡) + 𝑦1(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧1(𝑡)

(5.8)
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¤𝑥2 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦2(𝑡)

)
+ 𝑧2(𝑡)

]
¤𝑦2 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦2(𝑡)

)
+ 𝑧2(𝑡)

]
− 𝜖

[
𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡 − 𝜏)

]
¤𝑧2 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧2(𝑡)

(5.9)
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¤𝑥3 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦3(𝑡)

)
+ 𝑧3(𝑡)

]
¤𝑦3 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦3(𝑡)

)
+ 𝑧3(𝑡)

]
− 𝜖

[
𝑦3(𝑡) − 𝑦1(𝑡 − 𝜏)

]
¤𝑧3 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥3(𝑡) + 𝑦3(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧3(𝑡)

(5.10)

De maneira similar ao sistema anterior com dois osciladores, para se ter oscilado-

res ligeiramente diferentes foram estabelecidas correntes distintas para cada um dos

osciladores, por meio da variável 𝑔∗ (𝑔∗1 = 25.1, 𝑔∗2 = 25.3 e 𝑔∗3 = 25.2). Utilizando-se con-

dições iniciais independentes, sorteadas randomicamente, foram obtidas as soluções

numéricas para os sistemas, as quais são apresentadas na Figura36. Observa-se que

as séries temporais e suas respectivas correlações cruzadas para os pares de oscila-

dores do sistema apresentadas. A correlação cruzada entre os osciladores 1 e 3 não
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foram exibidas, pois apesar dos sistemas serem diferentes, sua topologia é simétrica,

fazendo com que os osciladores 2 e 3, sincronizem-se ao oscilador central, fazendo

com que a correlação cruzada dos osciladores 2 e 3 em comparação ao oscilador 1

sejam iguais.

Figura 36 – (a) Séries temporais e a (b) correlações cruzadas entre os osciladores OSC1 e OSC2 e
entre os osciladores OSC2 e OSC3, acoplados de forma unidirecional como apresentado
na Figura 35.
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Fonte: Autoria própria.

O sinal de correlação cruzada decresce com o aumento do atraso estabelecido

entre o oscilador central e os externos, como pode ser observado na Figura 36(b).

Dessa forma a sincronização completa ocorre com atraso, entre os osciladores OSC2

ou OSC3 (externos) com o oscilador OSC1 (central). Vemos ainda que as curvas de

correlação cruzada entre os osciladores externos (OSC2 e OSC3) são máximas para

quando o atraso zero. Esses resultados para osciladores eletrônicos caóticos, indicam

sincronização generalizada sem atraso, o que era esperado, devido a semelhança ao
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caso apresentado na subseção 5.3.1.

5.3.3 Sincronização por acoplamento bidirecional com atraso

Três osciladores Colpitts foram acoplados bidirecionalmente e com atrasos, com o

objetivo de verificar um novo comportamento. A topologia apresentada na Figura 37

já foi experimentada com osciladores lasers (Fischer et al., 2006), no qual emergiu a

sincronização zero-lag. Nessa subseção iremos verificar se o mesmo comportamento

ocorre com a utilização de osciladores Colpitts. Nessa configuração os osciladores

externos 2 e 3 estão interagindo através do oscilador central 1 (Figura 37). Os atrasos

nas conexões bidirecionais são descritas pelas variáveis 𝜏1 e 𝜏2.

Figura 37 – Diagrama da topologia de rede com três osciladores com acoplamento bidirecional com
atraso determinado pelas variáveis 𝜏1 e 𝜏2.

Fonte: Autoria própria.

Os sistemas de equações 5.11, 5.12 e 5.13 descrevem o comportamento dinâmico

da rede de osciladores da topologia da Figura 37. Os acoplamentos ocorrem por meio

da variável 𝑦. As equações de estado para cada um dos osciladores Colpitts estão

normalizadas.
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𝑑𝑥1/𝑑𝑡 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦1(𝑡)

)
+ 𝑧1(𝑡)

]
𝑑𝑦1/𝑑𝑡 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦1(𝑡)

)
+ 𝑧1(𝑡)

]
− 𝜖

[
𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡 − 𝜏1)

]
−𝜖

[
𝑦1(𝑡) − 𝑦3(𝑡 − 𝜏2)

]
𝑑𝑧1/𝑑𝑡 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥1(𝑡) + 𝑦1(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧1(𝑡)

(5.11)
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𝑑𝑥2/𝑑𝑡 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦2(𝑡)

)
+ 𝑧2(𝑡)

]
𝑑𝑦2/𝑑𝑡 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦2(𝑡)

)
+ 𝑧2(𝑡)

]
− 𝜖

[
𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡 − 𝜏1)

]
𝑑𝑧2/𝑑𝑡 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥2(𝑡) + 𝑦1(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧2(𝑡)

(5.12)
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𝑑𝑥3/𝑑𝑡 =
𝑔∗

𝑄(1−𝑘)

[
−𝛼𝐹𝑛

(
−𝑦3(𝑡)

)
+ 𝑧3(𝑡)

]
𝑑𝑦3/𝑑𝑡 =

𝑔∗

𝑄𝐾

[
(1 − 𝛼𝐹)𝑛

(
−𝑦3(𝑡)

)
+ 𝑧3(𝑡)

]
− 𝜖

[
𝑦3(𝑡) − 𝑦1(𝑡 − 𝜏2)

]
𝑑𝑧3/𝑑𝑡 = −𝑄𝐾 (1−𝑘)

𝑔∗

[
𝑥3(𝑡) + 𝑦3(𝑡)

]
− 1
𝑄
𝑧3(𝑡)

(5.13)

5.3.4 Acoplamento com atrasos iguais entre osciladores Colpitts

Para três osciladores acoplados, segundo a topologia apresentada na Figura 37,

calculamos as séries temporais e obtivemos medidas de correlação cruzada entre

os osciladores. Esses resultados estão mostrados na figura 38. Com coeficientes de

acoplamento 𝜖 = 1 e com atrasos idênticos, (𝜏1 = 𝜏2 = 𝜏 = 10𝜇𝑠) o acoplamento é aci-

onado após 15𝜇𝑠 para se evitar efeitos transientes. Nos gráficos das séries temporais

uma barra de cor preta pontilhada indica o início do acoplamento. Os três osciladores

interagem até atingirem a sincronização, onde o oscilador central está sincronizado

com atraso em relação aos osciladores externos. Estes dois osciladores, 2 e 3, estão

em sincronização completa entre si (Boccaletti et al., 2002) e sem atraso (zero-lag)

(Fischer et al., 2006).

A sincronização sem atraso é confirmada pela figura de mérito 38 (b). Ao obser-

varmos a correlação cruzada, que é uma forma de verificar o quanto dois sinais estão

relacionados, observamos que os osciladores externos 2 e 3 estão perfeitamente sin-

cronizados no mesmo instante, ou seja, com uma correlação máxima (𝐶23(𝜏) = 1) para

o atraso zero.

Em comparação, o oscilador central também alcança uma sincronização completa

com os osciladores externos, apresentando uma correlação acima de 90%, porém em

𝜏 diferente de zero. Isso mostra que também ocorre sincronização, de forma contra-

intuitiva, adiantada em relação ao oscilador central.
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Figura 38 – Séries temporais para a topologia com três osciladores Colpitts acoplados com atrasos
iguais.
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(b) Medida de correlação cruzada normalizada.

Fonte: Autoria própria.

A simulação numérica para atrasos entre 10𝜇𝑠 e 90𝜇𝑠 no acoplamento entre os os-

ciladores é apresentada na Figura 39, no qual observa-se que a sincronização zero-lag

persiste mesmo para longos atrasos no acoplamento entre os osciladores. Observa-

se também que mesmo quando o atraso no acoplamento é aumentado, os osciladores

ainda conseguem manter a sincronização zero-lag. Observamos também se entre os

osciladores da topologia em analise o comportamento permanece para valores maio-

res de atraso impostos no acoplamento. Como se observa na Figura 40, a correlação

𝐶23, que é uma medida de quão perfeitamente os osciladores estão em sincronização

zero-lag, diminui à medida que o atraso aumenta. Isso indica que, embora os osci-

ladores ainda estejam sincronizados sem atraso, a qualidade dessa sincronização é

reduzida quando se é aumentado o atraso no acoplamento. Esperávamos que a corre-

lação entre os osciladores externos e o central (𝐶12 e 𝐶13) também diminuísse, porém

a simulação apresentou comportamento diferente, o que merece uma investigação
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mais cuidadosa a posteriori.

Figura 39 – Séries temporais para a topologia com três osciladores Colpitts acoplados com atrasos
iguais.
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Fonte: Autoria própria.

Figura 40 – Correlação cruzada normalizada máxima entre os osciladores da topologia da Figura 37 em
função do atraso 𝜏. Cada ponto é a correlação normalizada máxima para uma simulação
da topologia com um determinado valor de atraso que vai de 10𝜇𝑠 até 2000𝜇𝑠.

Fonte: Autoria própria.
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A sincronização zero-lag pode parecer contra-intuitivo, pois em sistemas com atra-

sos de acoplamento significativos, esperar-se-ia que qualquer sincronização fosse

acompanhada por um certo atraso temporal. Mas, embora o elemento central pos-

sua sincronização com um determinado adiantamento em relação aos osciladores

externos, estes conseguem se sincronizar perfeitamente entre si, sem atraso.

5.3.5 Acoplamento com atrasos diferentes

Para o sistema de três osciladores acoplados, descritos pelas equações 5.11, 5.12

e 5.13, investigamos numericamente seu comportamento quando os atrasos possuem

valores diferentes. A Figura 41 apresenta os resultados das simulações para três situ-

ações diferentes: mantendo-se o tempo de atraso de propagação do sinal do primeiro

oscilador fixo em 𝜏1 = 15𝜇𝑠, enquanto o tempo de atraso de propagação dos sinais do

segundo e terceiro osciladores 𝜏2 assume os valores 5, 10 e 15 𝜇𝑠. Observa-se que

há um deslocamento na sincronização ’zero-lag’ que ocorre devido às diferenças nos

tempos de atraso entre os dois osciladores externos e o oscilador central. Especifica-

mente, o atraso entre os osciladores 2 e 3 pode ser calculado pela diferença entre 𝜏1

e 𝜏2.

Figura 41 – Séries temporais para a topologia com três osciladores Colpitts acoplados com atrasos
diferentes.
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Fonte: Autoria própria.
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6 FORMAÇÃO DE CLUSTER SINCRONIZADOS EM REDES DE OSCILADORES

ACOPLADOS

Tratamos aqui de sistemas osciladores, onde cada um oscila regido por equações

e parâmetros idênticos, e estão conectados de forma a interagir uns aos outros, con-

sequentemente alterando o estado dinâmico dos osciladores isolados. Quando essas

interações possuem um acoplamento forte, cada elemento ajusta seu ritmo, podendo

haver sincronização generalizada entre grupos de elementos, criando assim, um novo

comportamento coletivo.

A sincronização pode acontecer em diferentes formas e escalas, levando à forma-

ção de agrupamentos (clusters), ou seja, de conjuntos de osciladores que oscilam em

sincronia dentro do sub-grupo. Esses agrupamentos podem surgir espontaneamente

ou ser provocados por meio do ajuste de parâmetros específicos de controle.

O estudo da formação sincronizada de clusters envolve a compreensão de como

as características individuais dos osciladores, as propriedades da rede de conexão e

as condições iniciais podem afetar a dinâmica coletiva do sistema.

Neste capítulo, serão analisados algumas topologias nos quais surgem agrupa-

mentos em redes compostas por osciladores Colpitts operando em regime caótico.

6.1 OSCILADORES CONECTADOS EM CORRENTE: CLUSTERS SINCRONIZA-

DOS

Um sistema de equações diferenciais para osciladores Colpitts é usado para des-

crever a dinâmica oscilatória de cada circuito, um nó da rede. Foi observado no capi-

tulo 5 que três nós conectados bidirecionalmente com atraso pode apresentar sincro-

nização com atraso zero entre os osciladores separados. Nesta seção será observado

como o comportamento persiste para um prolongamento no motivo em corrente.

A rede experimentada nessa seção consiste em quatro osciladores Colpitts idênti-

cos acoplados bidirecionalmente com atraso pré-determinado, com condições iniciais

ligeiramente diferentes para cada nó. A topologia da rede é apresentada na Figura 42.

O modelo foi numericamente experimentado, seguindo os mesmo procedimentos

do capítulo 5. As séries temporais, resultado das simulações é apresentada na Figura

42 (a).
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Figura 42 – Diagrama apresentando a topologia para uma rede em formato "corrente"com quatro osci-
ladores Colpitts idênticos acoplados bidirecionalmente com atraso.

Fonte: Autoria própria.

Para analisar o comportamento coletivo dessa rede, inicialmente os osciladores es-

tão completamente descorrelacionados, como pode-se observar nas séries temporais

apresentadas na Figura 43 (a), até que no tempo igual a 15𝜇𝑠, indicado pela barra ver-

tical preta pontilhada, ocorre o acoplamento entre os osciladores. Observa-se então a

formação de dois conjuntos de osciladores sincronizados, que podem ser distinguidos

pelas cores.

Figura 43 – a) Séries temporais, b) correlação cruzada normalizada e c) matriz de correlação para o
coeficiente de Pearson, para a rede de osciladores da topologia em corrente apresentada
na Figura 42 com um acoplamento com atraso 𝜏 = 10 para os osciladores partindo de
condições iniciais ligeiramente diferentes e operando com correntes 𝐼𝑜𝑠𝑐1 = 3.96𝑚𝐴, 𝐼𝑜𝑠𝑐2 =

3.96𝑚𝐴, 𝐼𝑜𝑠𝑐3 = 3.96𝑚𝐴 e 𝐼𝑜𝑠𝑐4 = 3.96𝑚𝐴.

(a) séries temporais

(b) correlação cruzada normalizada (c) matriz de correlação

Fonte: Autoria própria.

Observando a correlação cruzada e entre os pares de osciladores apresentados

na Figura 43 (b), percebe-se que a sincronização zero-lag (ZLS - Zero-Lag Synchroni-

zation) ocorre entre os osciladores 1 e 3 e entre os osciladores 2 e 4, ou seja, entre os
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osciladores pares e impares, os quais possuem correlação máxima com atraso zero

(Nixon et al., 2011). Também foi construída a matriz de correlação para o coeficiente

de Pearson, que está apresentada na Figura 43 (c). O coeficiente de correlação de

Pearson indica estatisticamente se existe uma relação entre duas variáveis, quanto

mais próximo de 1, mais fortemente as variáveis estão correlacionadas. O resultado

apresentado na matriz de correlação indica a formação de dois grupos fortemente

correlacionados, o grupo dos osciladores pares e o grupo dos osciladores impares.

Figura 44 – Séries temporais, correlação cruzada normalizada e matriz de correlação para o coeficiente
de Pearson, para a rede de osciladores da topologia em corrente apresentada na Figura
42 para outros valores de atrasos no acoplamento (a) 𝜏 = 20𝜇𝑠 e (b) 𝜏 = 30𝜇𝑠, com os
osciladores partindo de condições iniciais ligeiramente diferentes e operando com correntes
𝐼𝑜𝑠𝑐1 = 3.96𝑚𝐴, 𝐼𝑜𝑠𝑐2 = 3.96𝑚𝐴, 𝐼𝑜𝑠𝑐3 = 3.96𝑚𝐴 e 𝐼𝑜𝑠𝑐4 = 3.96𝑚𝐴.

(a) séries temporais

(b) correlação cruzada normalizada

Fonte: Autoria própria.
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Também observa-se que existe sincronização com atraso entre o grupo par e o

grupo impar, exatamente com o valor do atraso 𝜏 imposto entre os acoplamentos,

como apresentado na Figura 43 (b) em 𝐶12, confirmando a sincronização de sub-rede

(SLS - Sublattice Synchronization)(Nixon et al., 2011). Em seguida, a simulação é

realizada para outros valores de atrasos (𝜏 = 20𝜇𝑠 e 𝜏 = 30𝜇𝑠), em que observa-

se que ambas as sincronizações, ZLS e SLS, permanecem mas com um pequeno

decréscimo de acordo com o aumento do atraso que é imposto no acoplamento dos

osciladores da rede.

6.2 FORMAÇÃO DE CLUSTERS EM OSCILADORES CONECTADOS EM ANEL

Nesta seção será realizada simulações para o caso do motivo em anel, uma rede

regular como visto na seção 3.3, o qual foi produzido conectando os nós das ex-

tremidades de uma corrente semelhante a da seção anterior mas composta por 6

osciladores. A figura 45 apresenta uma rede regular, em formato de anel composto

por seis osciladores Colpitts acoplados bidirecionalmente com atraso 𝜏 determinado

por meio da variável 𝑦 das equações de estado que modelam o oscilador Colpitts. As

simulações da rede de osciladores foram realizadas em condições em que todos os

osciladores tinham condições iniciais diferentes. Utilizando-se parâmetros 𝑔∗ para que

os osciladores operem em regime caótico (𝑔∗1 = 𝑔∗2 = 𝑔∗3 = 𝑔∗4 = 𝑔∗5 = 𝑔∗6 = 25.1) foi si-

mulada a solução para os sistemas acoplados e o resultado é apresentado na Figura

46.

Figura 45 – Diagrama apresentando a topologia para uma rede regular em formato de anel com seis
osciladores Colpitts.

Fonte: Autoria própria.

Estando inicialmente desacoplados os osciladores estão completamente descor-

relacionados, como pode ser observado nas séries temporais das variáveis Figura

46. No tempo igual a 15𝜇𝑠, indicado pela barra vertical preta pontilhada na Figura 46
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quando ocorre o acoplamento entre os osciladores, forma-se dois conjuntos de oscila-

dores sincronizados. Observando atentamente, percebe-se que a sincronização com

atraso zero ocorre para grupos determinados de osciladores: um grupo de osciladores

impares e outro formado pelos osciladores pares.

Figura 46 – Séries temporais, correlação cruzada normalizada e matriz de correlação de Pearson para
a rede de osciladores da topologia em anel apresentada na Figura 45 para o valor de atraso
no acoplamento 𝜏 = 10𝜇𝑠 com os osciladores idênticos operando em regime caótico, todos
partindo de condições inicias ligeiramente diferentes.

Fonte: Autoria própria.

Para se confirmar o resultado, foi medida a correlação cruzada entre alguns pares

de osciladores e também construída uma matriz de correlação de Pearson que estão

apresentado na Figura 46 . Pode-se observar que a correlação máxima entre o grupo

de osciladores impares e o grupo de osciladores pares, em que também a correlação

cruzada normalizada para o par 𝐶13 ocorre exatamente em atraso zero, já entre um

oscilador impar e um par 𝐶12 a correlação máxima ocorre para 𝜏 = 10𝜇𝑠, adiantado,

evidenciando a presença de dois tipos de sincronização: a sincronização zero-lag (ZLS

- zero-lag synchronization) entre os osciladores impares ou entre os osciladores pares,

e a sincronização de sub-rede (SLS - sublattice synchronization) (Nixon et al., 2011).

O resultado apresenta a sincronização entre grupos de osciladores que não es-

tão interagindo diretamente entre si (Fischer et al., 2006), estão operando em regime

caótico e estão acoplados com atraso, mesmo assim, emerge sincronização na rede.

Pode-se realizar uma associação ao caso apresentado no capitulo anterior para 3 os-
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ciladores acoplados com atraso. Por exemplo, os osciladores 3 e 5 recebem o mesmo

sinal atrasado do oscilador 4, e os osciladores 4 e 6 estão sincronizados pelo sinal

atrasado que ambos recebem do oscilador 5 e assim sucessivamente, fazendo assim,

surgir dois grupos de osciladores sincronizados.

Figura 47 – Séries temporais, correlação cruzada normalizada e matriz de correlação de Pearson para
a rede de osciladores da topologia em anel apresentada na Figura 45 para o valor de
atraso no acoplamento (a) 𝜏 = 20𝜇𝑠 e (b) 𝜏 = 30𝜇𝑠 com os osciladores idênticos operando
em regime caótico, todos partindo de condições inicias levemente diferentes.

(a)

(b)

Fonte: Autoria própria.
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Mesmo para atrasos maiores o comportamento permanece, como pode ser obser-

vado na Figura 47, em que foram simuladas os casos para o acoplamento com atraso

𝜏 = 20𝜇𝑠 e 𝜏 = 30𝜇𝑠.

A sincronização de sub-rede necessita de um número par de osciladores em sua

topologia, pois caso contrário, todos os osciladores estarão conectados de certa forma

ao mesmo padrão de sinal atrasado. Para verificar esse caso, foi simulada uma rede

regular semelhante ao caso já apresentado, mas agora com 7 osciladores Colpitts, a

topologia é apresentada na Figura 48.

Figura 48 – Diagrama apresentando a topologia para uma rede regular em formato de anel com sete
osciladores Colpitts.

Fonte: Autoria própria.

Seguindo o mesmo procedimento realizado anteriormente, pode-se verificar a sin-

cronização zero-lag em toda a rede, por meio da Figura 49. De fato, a 49 apresenta

a correlação cruzada normalizada entre os osciladores, e o valor é máximo para o

atraso igual a zero, entre osciladores impares e entre um par e um impar, confirmando

a sincronização completa e com zero-lag para todos os osciladores do anel, o que

pode ser observado também na matriz de correlação de Pearson e na série temporal.
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Figura 49 – Séries temporais, correlação cruzada normalizada e matriz de correlação de Pearson para
a rede de sete osciladores da topologia em anel apresentada na Figura 48 para um atraso
no acoplamento 𝜏 = 10𝜇𝑠 com os osciladores idênticos operando em regime caótico, todos
partindo de condições inicias levemente diferentes.

Fonte: Autoria própria.
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7 SINCRONIZAÇÃO EXPERIMENTAL DE OSCILADORES COLPITTS

Com o objetivo de realizar a montagem experimental para observar a sincronização

de osciladores em regime caótico, foram desenvolvidos circuitos para os osciladores

Colpitts para operar tanto em regime permanente como em regime caótico, além disso,

também foram desenvolvidos módulos para atrasar os sinais caóticos produzidos pe-

los osciladores, ambos serão apresentados neste capítulo.

7.1 CIRCUITO ELETRÔNICO PARA O OSCILADOR COLPITTS

O oscilador Colpitts é um oscilador de alta frequência que gera a partir de uma cor-

rente contínua um sinal oscilante de frequência determinada em sua saída, como visto

no capítulo 4. O oscilador Colpitts tem um princípio de funcionamento em qual a rea-

limentação é obtida por uma derivação capacitiva e é classificado como um oscilador

classe C, os quais funcionam com o princípio de "kick-and-resonate", que significa que

a ressonância do circuito proporciona uma realimentação necessária em sua entrada

fazendo com que o circuito permaneça em oscilação.

A configuração escolhida para o circuito foi base comum, em que a ligação da

base do transístor é conectada ao ponto comum do circuito, pois em comparação com

a emissor foi observada um maior ganho amplitude na oscilação.

Iniciamos com a simulação do circuito, como apresentado no capítulo 4, em que fo-

ram selecionados dos componentes necessários para a montagem do circuito, como o

transistor BC547, capacitores, indutores, resistores e fontes de alimentação. Os com-

ponentes foram escolhidos a partir da biblioteca de componentes do software de simu-

lação de circuitos eletrônicos Multisim. Os componentes foram conectados de acordo

com o esquema elétrico do projeto e respeitando as polaridades e valores dos elemen-

tos como esquematizados na Figura 50 (a). Em seguida foram realizadas simulações

para verificar o funcionamento correto do circuito, ajustando os valores dos compo-

nentes e as conexões, conforme necessário, para atingir o desempenho necessário

ao experimento em termos de frequência e regime de operação (periódico ou caó-

tico).

Após testes no simulador de circuitos eletrônicos, foi iniciado o projeto do circuito
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eletrônico em software de desenho Figura 50 (b).

Figura 50 – Imagem (a) circuito montado no ambiente de simulação do Multisim, (b) projeto da placa de
circuito no ambiente do Ultiboard, (c) prototipadora de circuitos eletrônicos LPKF S63 e (d)
circuitos Colpitts impresso em PCB.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Autoria própria.

O projeto foi replicado para que obtivéssemos aproveitamento máximo da PCB,

e por fim, todos os arquivos CAD foram convertidos para o formato Gerber (formato

utilizado pela prototipadora) na exportação final do projeto.

O circuito foi produzido por meio da prototipadora de circuitos eletrônicos LPKF
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S63 que está apresentado na Figura 50 (c), a qual utiliza um processo de fresagem

para criar protótipos eletrônicos de alta precisão. A placa produzida com 18 unidades

do oscilador Colpitts é mostrada na Figura 50 (d). O processo de impressão inicia-se

com a configuração da máquina, onde a placa de circuito impresso (PCB) é fixada na

plataforma da LPKF S63. Durante o processo as ferramentas de fresagem apropriadas

são selecionadas e instaladas na máquina.

A LPKF S63 utiliza uma fresa de alta precisão para remover o material da placa de

cobre de acordo com o design do circuito. Este processo cria trilhas de cobre isoladas

e pads necessários para os componentes eletrônicos. Em seguida, além de fresar as

trilhas, a máquina também perfura orifícios para vias e componentes através do PCB.

Por fim, após a fresagem e perfuração, a placa pode passou por processos adicionais,

como limpeza e aplicação de uma camada de verniz de proteção, para preparar a

PCB para a soldagem dos componentes. Após a soldagem dos componentes a placa

foi testada apresentando tanto o regime periódico quanto o caótico.

7.2 MÓDULO DE ATRASO

O acoplamento com atraso, necessário para realizar experimentos em que será

possível observar a sincronização zero-lag, foi projetado de maneira a produzir um

atraso em um sinal caótico.

Para isso, foram investigados três métodos para implementar um atraso nos osci-

ladores Colpitts: atraso digital com conversores e um microcontrolador, linha de trans-

missão com indutores e capacitores e defasador de banda larga utilizando amplifica-

dores operacionais.

7.2.1 Atraso digital com conversores e um microcontrolador

Uma maneira eficaz de implementar um atraso em um sinal de oscilador é por meio

do uso de um microcontrolador equipado com conversores analógico-digital (ADC)

e digital-analógico (DAC). Esse método envolve a conversão do sinal analógico do

oscilador para um formato digital, a aplicação do atraso desejado e a reconversão do

sinal para o formato analógico, permitindo sua utilização subsequente no circuito, seu

esquema é apresentado na Figura 51.
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Figura 51 – Esquema para implementação de atraso com conversores e um microcontrolador

Fonte: Autoria própria.

Primeiramente, o sinal analógico do oscilador é conectado à entrada do ADC do

microcontrolador, onde ocorre a conversão do sinal analógico para o formato digital.

Em seguida, o microcontrolador armazena os valores digitalizados em um buffer circu-

lar. Para aplicar o atraso desejado, o microcontrolador lê os valores do buffer utilizando

um índice deslocado, introduzindo assim o atraso no sinal digital.

Depois de processar o atraso, o microcontrolador envia o sinal digital atrasado

ao DAC, que realiza a conversão de volta para o formato analógico. Finalmente, o

sinal analógico atrasado gerado pelo DAC é conectado ao circuito onde o atraso é

necessário, completando o processo de introdução do atraso no sinal do oscilador.

Esse método proporciona uma maneira precisa e controlada de aplicar atrasos em

sinais, sendo útil em diversas aplicações de sistemas dinâmicos e eletrônica.

Embora o uso de microcontroladores ofereça precisão e controle, ele apresenta

desvantagens financeiras significativas. Os microcontroladores com ADCs e DACs

integrados, juntamente com os componentes adicionais necessários, podem ser re-

lativamente caros. Além disso, a implementação e programação desses dispositivos

exigem conhecimentos específicos, resultando em custos adicionais relacionados ao

tempo de desenvolvimento. A manutenção e atualização contínuas de sistemas base-

ados em microcontroladores também podem incorrer em custos e tempo adicionais,

devido à necessidade de intervenções técnicas e atualizações de firmware. Por fim, o

tempo necessário para projetar, testar e validar o sistema poderia atrasar a conclusão

do projeto, os quais foram os motivos para a não utilização desse método em nosso

projeto.
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7.2.2 Linha de transmissão com indutores e capacitores

Outra abordagem para criar um atraso no sinal caótico é utilizar uma linha de trans-

missão composta por indutores e capacitores. Esta linha de transmissão atua como

um filtro passa-baixa, atrasando o sinal à medida que ele se propaga ao longo da

linha, seu esquema é apresentado na Figura 52.

Figura 52 – Esquema de uma linha de atraso formada por capacitores e indutores.

Fonte: Autoria própria.

Inicialmente, os valores dos indutores e capacitores são calculados com base na

frequência de operação do oscilador e no atraso desejado. Uma vez determinados es-

ses valores, os componentes são montados em série e paralelo, respectivamente, para

formar uma linha de transmissão artificial. Por fim, a linha de transmissão é conectada

entre o oscilador e o ponto do circuito onde o atraso é necessário. Este método oferece

uma solução prática para a introdução de atraso em sinais, aproveitando as proprie-

dades de filtragem dos componentes passivos para ajustar o tempo de propagação do

sinal no circuito.

A implementação de uma linha de transmissão com indutores e capacitores pode

exigir um maior espaço no layout da placa de circuito impresso, o que pode ser um

problema para projetos com restrições de tamanho. Além disso, a eficácia do atraso

introduzido pela linha de transmissão é altamente dependente das tolerâncias dos

componentes utilizados (indutores e capacitores). Variações nos valores desses com-

ponentes podem resultar em um atraso impreciso, e por isso o método não foi utilizado

no projeto.

7.2.3 Defasador de banda larga com amplificadores operacionais

O método escolhido para implementar o atraso neste projeto foi um defasador de

banda larga, utilizando amplificadores operacionais. Este método consiste em utilizar



89

uma série de amplificadores operacionais em configuração de filtro passa-tudo, co-

nectados em cascata, para criar um atraso no sinal. O filtro passa-tudo não produz

variações na amplitude do sinal de entrada, ou seja, não tem ganho, mas introduz

uma diferença de fase ao longo da frequência, por esse motivo é conhecido também

como filtro defasador e está apresentado na Figura 53 (a).

Figura 53 – Diagrama de (a) filtro passa tudo, (b) defasador de banda larga, (c) projeto do modulo de
atraso no ambiente Ultiboard e (d) visualização 3D do projeto do módulo de atraso.

(a) o (b)

(c) (d)

Fonte: Autoria própria.

Para manter a integridade do sinal, foram utilizados dois filtros defasadores em

cascata, o que permite distribuir a carga de filtragem, resultando em um atraso do si-

nal mais uniforme e controlado, com menos distorção e maior precisão na resposta de

fase. Além disso, para manter a unidirecionalidade do sinal, foram colocados amplifi-

cadores na configuração buffer tanto na entrada como na saída do módulo. O projeto

final pode ser visualizado na Figura 53.

Devido a alta frequência e a banda larga do sinal caótico produzido pelo oscilador

Colpitts, foi necessário utilizar o amplificador operacional de alta velocidade NJM2138

com encapsulamento SMD. As principais características desse amplificador operacio-
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nal incluem uma banda ultra larga de 200 MHz, uma alta taxa de variação de 45V/µs,

baixa corrente de operação de 2,27 mA e tecnologia bipolar. Essas especificações

permitem que o NJM2138 ofereça desempenho superior em termos de velocidade.

Após o desenvolvimento do projeto o circuito foi produzido e montado. Na sua

fase de testes apresentou um nível de ruído, impossibilitando a sua implementação no

projeto. Por esse motivo ainda estão sendo realizadas investigações para identificar a

origem desse ruído excepcionalmente grande e minimiza-lo, para que se possibilite a

montagem do experimento de sincronização com atraso.

7.3 SINCRONIZAÇÃO POR ACOPLAMENTO RESISTIVO ENTRE OSCILADORES

COLPITTS

Para observar a sincronização por acoplamento unidirecional do tipo resistivo, co-

nectamos dois osciladores Colpitts por meio da tensão no capacitor 2 utilizando uma

resistência de acoplamento.

Foram utilizados os valores para os componentes conforme os utilizados no ca-

pitulo 5, sempre com valores de correntes ligeiramente diferentes para o oscilador

operando em regime caótico.

Acoplamos os dois osciladores ligando as duas saídas de tensão no capacitor 𝐶2

através de um resistor 54, e analisamos sua resposta com o resistor igual a 500Ω.

Para que o acoplamento seja unidirecional foi necessário utilizar um isolador no

qual o sinal acoplado seja direcionado em um único sentido. Isso foi feito por meio da

utilização de amplificador em configuração Buffer de tensão, um circuito simples que

possui uma alta resistência de entrada e não altera a amplitude do sinal de entrada.
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Figura 54 – Diagrama da montagem experimental para o acoplamento resistivo (a) unidirecional e (b)
bidirecional.

(a)

(b)

Fonte: Autoria própria.
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O circuito da Figura 54 (a) mostra o projeto do circuito elétrico, com dois osciladores

acoplados por um amplificador operacional atuando como buffer de tensão, e como

o buffer copia somente a tensão adicionamos um resistor (𝑅𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 500Ω) com

resistência baixa em sua saída, garantindo que a corrente na entrada do amplificador

seja próxima da corrente na entrada do oscilador (receptor).

O resultado para a simulação do caso unidirecional é apresentado na Figura 55

(a) e (c). Como esperado, tanto a série temporal como o espaço fase, mostram que a

sincronização ocorre.

Através da simulação mudamos as características dos dois osciladores percebe-

mos que quando a mudança é feita no receptor não há mudança considerável no

emissor. Porém quando se modifica o emissor a resposta era comum para ambos

mantendo a sincronização satisfatória.

Também foi realizada a simulação para o caso bidirecional, em que o sinal é livre

para percorrer a resistência de acoplamento nos dois sentidos, ou seja, o circuito sem

o buffer, como apresentado na Figura 54 (b). Os resultados para a simulação estão

apresentados na Figura 55 (b) e (d), com sincronização completa entre os osciladores.

Através dos nossos resultados percebemos que nosso circuito está se compor-

tando de forma caótica tanto na simulação quanto nos resultados experimentais, per-

cebemos que o acoplamento resistivo está de acordo com as nossas simulações nu-

méricas. As pequenas diferenças nos resultados analíticos/simulados para os experi-

mentais são devidos a ruídos e pequenas interferências.

Como próxima etapa, deseja-se realizar experimentalmente o acoplamento com

atraso entre os osciladores, nos permitindo observar os comportamentos estudados

no capítulo 6.
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Figura 55 – Série temporal para o acoplamento resistivo (a) unidirecional e (b) bidirecional, ambos si-
mulados no Multisim para os circuitos apresentados na Figura 54. Espaços fase para o caso
(c) unidirecional e (d) bidirecional.

(a)

(b)

(c) (d)

Fonte: Autoria própria.
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8 CONCLUSÃO

Nesta dissertação, investigamos a sincronização de osciladores Colpitts operando

em regime não-linear, explorando diferentes configurações de acoplamento, tanto uni-

direcional quanto bidirecional, com e sem atraso. A análise foi realizada utilizando

métodos teóricos, simulações numéricas e experimentos em circuitos eletrônicos.

Os resultados obtidos evidenciam que a sincronização é um fenômeno robusto em

sistemas dinâmicos caóticos, podendo ocorrer de diversas formas, incluindo a sin-

cronização generalizada e a sincronização zero-lag. Observou-se que os osciladores

Colpitts podem ser sincronizados de maneira eficiente tanto em topologias simples

quanto em redes complexas, apresentando sincronização em diversas topologias.

A formação de clusters sincronizados foi observada, demonstrando que grupos de

osciladores podem oscilar em sincronia, mesmo em redes com topologias intricadas.

Este comportamento emergente é de grande relevância para a compreensão de siste-

mas complexos em diversas áreas, como redes neurais, relógios biológicos e sistemas

eletrônicos.

Além disso, a sincronização zero-lag (sem atraso) mostrou-se especialmente im-

portante na formação de clusters, no qual a capacidade de manter a sincronização

mesmo com variações nos tempos de atraso no acoplamento ressalta a flexibilidade

e a resiliência dos sistemas analisados.

Foram desenvolvidos osciladores Colpitts que operam em regime periódico e não

periódico no permitindo replicar diversos experimentos de dinâmica.

O estudo do módulo de atraso desenvolvido nessa dissertação deve ser continu-

ado, pois indica ser promissor para o acoplamento com atraso em experimentos com

rede de osciladores.

Por fim, essa dissertação contribui para o entendimento dos mecanismos de sincro-

nização em sistemas caóticos, os quais indicam perspectivas promissoras no desen-

volvimento de tecnologias baseadas em sincronização de sistemas dinâmicos, com

potencial aplicação em diversas áreas da ciência e da engenharia.
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APÊNDICE A – CÓDIGOS PARA SIMULAÇÃO DE OSCILADORES ACOPLADOS

COM ATRASO

O código apresentado implementa a simulação de osciladores Colpitts acoplados

com atraso para auxiliar no estudos da dinâmica de sincronização. O código foi cons-

truído para simular e analisar o comportamento de múltiplos osciladores acoplados

com atraso para diferentes valores de parâmetros, permitindo investigar a interação

entre diferentes osciladores e sua sincronização.

A classe Osc modela um oscilador Colpitts com equações de estado normaliza-

das, definindo as equações diferenciais normalizadas que descrevem a dinâmica do

oscilador por meio das variáveis de estado 𝑥, 𝑦, e 𝑧, enquanto os parâmetros incluem

𝑔∗; 𝑄, o fator de qualidade; 𝐾, a constante relacionada aos capacitores do circuito;

e 𝛼𝐹 , que controla a não linearidade. O código também permite que o oscilador seja

acoplado a até cinco outros osciladores por meio dos parâmetros 𝜖1, 𝜖2, e assim por

diante, que controlam a força do acoplamento. Adicionalmente, dentro da classe Osc

inclui-se a possibilidade de adicionar ruído gaussiano às variáveis de estado.

A função int_delay implementa a integração numérica das equações de estado

do oscilador utilizando o método de Bogacki-Shampine. Durante a integração, as va-

riáveis de estado de osciladores acoplados são combinadas de forma ponderada, in-

troduzindo o atraso de tempo entre eles.

Para medir a semelhança entre os sinais, foi criada a função corelacao que rea-

liza a correlação cruzada entre dois sinais normalizados, permitindo identificar a seme-

lhança temporal entre os osciladores e estimar o atraso temporal entre eles. A função

Atraso, por sua vez, localiza o valor de atraso em que a correlação cruzada é má-

xima, o que é importante para determinar o tempo de resposta entre os osciladores

acoplados.

A classe criar_oscilador é utilizada para instanciar os osciladores Colpitts,

gerando parâmetros como frequência de oscilação, fator de qualidade, e a constante 𝐾

a partir de componentes eletrônicos (capacitores, indutores e resistores). Ela também

permite variações aleatórias nesses parâmetros para simular pequenas discrepâncias

nos componentes do circuito.

A simulação principal, contida no laço for, cria a estrutura da topologia a ser estu-



100

dada, no caso apresentado, três osciladores com pequenas variações em seus parâ-

metros estão acoplados entre si, no qual a variável 𝜏 insere o atraso de acoplamento

após um tempo arbitrário. Todos os valores são configurados para permitir uma aná-

lise da sincronização em diferentes condições de atraso. O resultado da simulação é

plotado em gráficos que mostram a evolução temporal das variáveis de estado dos

osciladores e a correlação cruzada entre eles, permitindo uma análise detalhada do

comportamento sincronizado.

A combinação do método numérico de integração, a inclusão de atrasos e a análise

de correlação permite investigar os efeitos do acoplamento atrasado em osciladores

não lineares para diversas topologias, fornecendo insights sobre fenômenos comple-

xos de sincronização e dinâmica de sistemas caóticos.

1 import numpy as np

import scipy

3 import matplotlib.gridspec as gridspec

import matplotlib.pyplot as plt

5 import matplotlib.gridspec as gridspec

from alive_progress import alive_bar

7 import seaborn as sns

import pandas as pd

9

class Osc:

11 '''Um oscilador colpitts'''

def __init__(self, t, xyz, parametros, xyz_acop_1=np.array([0,0,0]), epilson1

=0, xyz_acop_2=np.array([0,0,0]), epilson2=0, xyz_acop_3=np.array

([0,0,0]), epilson3=0, xyz_acop_4=np.array([0,0,0]), epilson4=0,

xyz_acop_5=np.array([0,0,0]), epilson5=0):

13

def n_funcao(x2):

15 if (x2<=1):

resposta = -x2

17 else:

resposta = -1

19 return resposta

21 x,y,z = xyz

xt1,yt1,zt1 = xyz_acop_1

23 xt2,yt2,zt2 = xyz_acop_2

xt3,yt3,zt3 = xyz_acop_3

25 xt4,yt4,zt4 = xyz_acop_4

xt5,yt5,zt5 = xyz_acop_5

27

g_estrela, Q, K, alphaF, Qzero = parametros
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29

#Equacoes de estado normalizadas

31 self.x= (g_estrela/(Q*(1-K)))*(-alphaF*n_funcao(y)+z)

self.y = (g_estrela/(Q*K))*((1-alphaF)*n_funcao(y)+z) -Qzero*(1-K)*y -

epilson1*(y-yt1)-epilson2*(y-yt2)-epilson3*(y-yt3)-epilson4*(y-yt4)-

epilson5*(y-yt5)

33 self.z = -(((Q*K)*(1-K))/(g_estrela))*(x+y) - (1/Q)*z

35 #parametros para adicionar ruido

media_ruido = 0

37 ampl_ruido = 1*10**-3

noise = np.random.normal(media_ruido,ampl_ruido,(1,3))

39

self.saida = np.array([self.x, self.y, self.z]) #+ noise[0]

41

def int_delay(F, t, h, xyz, parametros,

43 xyz1_t=np.array([0,0,0]), xyz1_t_1=np.array([0,0,0]), acop1=0,

xyz2_t=np.array([0,0,0]), xyz2_t_1=np.array([0,0,0]), acop2=0,

45 xyz3_t=np.array([0,0,0]), xyz3_t_1=np.array([0,0,0]), acop3=0,

xyz4_t=np.array([0,0,0]), xyz4_t_1=np.array([0,0,0]), acop4=0,

47 xyz5_t=np.array([0,0,0]), xyz5_t_1=np.array([0,0,0]), acop5=0)

:

49 '''Integracao, saida integrada com atraso'''

51 if t>=0:

53 K1 = F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2, xyz3_t,

acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida

55 Xint11 = (h/8)*(F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2,

xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + 0.5*(xyz1_t+xyz1_t_1)

Xint12 = (h/8)*(F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2,

xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + 0.5*(xyz2_t+xyz2_t_1)

57 Xint13 = (h/8)*(F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2,

xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + 0.5*(xyz3_t+xyz3_t_1)

Xint14 = (h/8)*(F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2,

xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + 0.5*(xyz4_t+xyz4_t_1)

59 Xint15 = (h/8)*(F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2,
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xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + 0.5*(xyz5_t+xyz5_t_1)

61

K2 = F(t+h/2, xyz + K1*h/2, parametros, Xint11, acop1, Xint12, acop2,

Xint13, acop3, Xint14, acop4, Xint15, acop5).saida

63

Xint21 = (h/64)*(3*F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2

, xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-9*F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + (5*xyz1_t+27*xyz1_t_1)

/32

65 Xint22 = (h/64)*(3*F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2

, xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-9*F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + (5*xyz2_t+27*xyz2_t_1)

/32

Xint23 = (h/64)*(3*F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2

, xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-9*F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + (5*xyz3_t+27*xyz3_t_1)

/32

67 Xint24 = (h/64)*(3*F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2

, xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-9*F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + (5*xyz4_t+27*xyz4_t_1)

/32

Xint25 = (h/64)*(3*F(t, xyz, parametros, xyz1_t, acop1, xyz2_t, acop2

, xyz3_t, acop3, xyz4_t, acop4, xyz5_t, acop5).saida-9*F(t, xyz,

parametros, xyz1_t_1, acop1, xyz2_t_1, acop2, xyz3_t_1, acop3,

xyz4_t_1, acop4, xyz5_t_1, acop5).saida) + (5*xyz5_t+27*xyz5_t_1)

/32

69

K3 = F(t+h*3/4, xyz + K2*h*3/4, parametros, Xint21, acop1, Xint22,

acop2, Xint23, acop3, Xint24, acop4, Xint25, acop5).saida

71

saida = xyz + (2.0*K1 + 3.0*K2 + 4.0*K3)*h/9.0

73

else:

75 saida = np.array(xyz)

77 return saida

79 def Vt(temperatura):

q = 1.60217663*10**-19 ### carga do eletron

81 kb = 1.380649*10**-23 ### constante de boltzamn
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T = temperatura + 273.15 ### temperatura em kelvin 30C

83 return kb*T/q

85 def corelacao(sig1, sig2):

'''Funcao para normalizar e realizar a correlacao cruzada'''

87

a = (sig1 - np.mean(sig1)) / (np.std(sig1) * len(sig1))

89 b = (sig2 - np.mean(sig2)) / np.std(sig2)

91 sig = scipy.signal.correlate(a, b, mode='full', method='auto')

lags = scipy.signal.correlation_lags(len(a), len(b))

93

return lags, sig

95

def Atraso(lag, signal):

97 '''Funcao para localizar o atraso'''

for i in range(len(signal)):

99 if signal[i] == np.max(signal):

saida = lag[i]

101 return saida

103 class criar_oscilador:

'''funcao para criar osciladores'''

105 def __init__(self, g_estrela=25, C1=10*10**-9,C2=3.3*10**-9,L=220*10**-6,R

=100, random=1, alphaF=1):

107 C11=C1*random

C21=C2*random

109 R1=R*random

L1=L*random

111 self.g_estrela = g_estrela

self.w01 = 1/(np.sqrt(L1*((C11*C21)/(C11+C21))))

113 self.Q = self.w01*L1/R1

self.K = C21/(C11+ C21)

115 self.freq = self.w01/(2*np.pi)

self.I = round((g_estrela*Vt(30)*R1*(C11+C21))/(alphaF*L1)*1000 , 2)

117 self.param = g_estrela, self.Q, self.K

self.xyz=np.array([np.random.uniform(1.00, 1.1),

119 np.random.uniform(1.00, 1.1),

np.random.uniform(1.00, 1.1)])

121 return None

123 osciladorMATRIZ = criar_oscilador(g_estrela=25.1)

f2 = osciladorMATRIZ.freq

125

M = 15000

127 dt = 0.1
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t = np.arange(0, M*dt, dt)

129 lix0 = int(M*dt*0.6/dt)

t_arbitrario = np.linspace(0, M, M)

131 t_segundos = t_arbitrario / f2

chavet = 15

133 chave = chavet*f2/1000

135 epsilon = 1

137 #### atrasos entre os osciladores

139 taun = [int(15/dt), int(20/dt), int(30/dt), int(70/dt), int(90/dt)]

141 G = gridspec.GridSpec(2, 4)

143 for n in range(1):

145 tau = taun[n]

147 ####### CRIANDO OSCILADORES #####

149 g1 = 25.1

g2 = 25.1

151 g3 = 25.1

153 ### diferenca percentual dos componentes dos osciladores

rd1 = np.random.uniform(1.00, 1.00)

155 rd2 = np.random.uniform(1.00, 1.00)

rd3 = np.random.uniform(1.00, 1.00)

157

oscilador1 = criar_oscilador(g_estrela=g1, random=rd1)

159 oscilador2 = criar_oscilador(g_estrela=g2, random=rd2)

oscilador3 = criar_oscilador(g_estrela=g3, random=rd3)

161

param1 = oscilador1.g_estrela, oscilador1.Q, oscilador1.K, 1, 0

163 param2 = oscilador2.g_estrela, oscilador2.Q, oscilador2.K, 1, 0

param3 = oscilador3.g_estrela, oscilador3.Q, oscilador3.K, 1, 0

165

osc1 = np.zeros([len(t), 3])

167 osc1[0,:] = oscilador1.xyz

169 osc2 = np.zeros([len(t), 3])

osc2[0,:] = oscilador2.xyz

171

osc3 = np.zeros([len(t), 3])

173 osc3[0,:] = oscilador3.xyz
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175 with alive_bar(len(t)-1) as bar:

for i in range(len(t)-1):

177

if i < chave:

179

osc1[i+1] = Osc.int_delay(Osc,t[i],dt,osc1[i], param1)

181 osc2[i+1] = Osc.int_delay(Osc,t[i],dt,osc2[i], param2)

osc3[i+1] = Osc.int_delay(Osc,t[i],dt,osc3[i], param3)

183

else:

185 osc1[i+1] = Osc.int_delay(Osc,t[i],dt,osc1[i], param1, osc2[i-tau

], osc2[i-tau+1], epsilon, osc3[i-tau], osc3[i-tau+1],

epsilon)

osc2[i+1] = Osc.int_delay(Osc,t[i],dt,osc2[i], param2, osc1[i-tau

], osc1[i-tau+1], epsilon)

187 osc3[i+1] = Osc.int_delay(Osc,t[i],dt,osc3[i], param3, osc1[i-tau

], osc1[i-tau+1], epsilon)

189 bar()

191 xyz_grafico = 1 #### x=0 , y=1 , z=2

193 plt.figure('1', figsize=(14, 7))

plt.subplots_adjust(top=0.945, bottom=0.07, left=0.074, right=0.983, hspace

=0.445, wspace=0.752)

195 plt.subplot(G[0,0:4])

plt.tick_params(labelsize=10)

197

plt.title(r"$\epsilon=1$ " + r" $\tau$="+str(int(tau*dt) )+' $\mu$s ',

loc='left', fontsize=14)

199 plt.plot(t_segundos*1000, osc1[:,xyz_grafico], label = 'OSC 1', linewidth

=0.9, color='b')

plt.plot(t_segundos*1000, osc2[:,xyz_grafico], label = 'OSC 2', linewidth

=0.9, color='r')

201 plt.plot(t_segundos*1000, osc3[:,xyz_grafico], label = 'OSC 3', linewidth

=0.9, color='g')

203 plt.xlabel('Tempo ($\mu$s)', fontsize = '14')

plt.ylabel('Amplitude', fontsize = '14')

205 plt.xlim(13.5,25)

plt.ylim(1.1*np.min(osc1[:,xyz_grafico]),4*np.mean(osc1[:,xyz_grafico]))

207 plt.vlines(chavet, np.min(osc1[:,xyz_grafico]) , 5*np.mean(osc1[:,xyz_grafico

]), label='chave', colors='k', linewidth=1.2, linestyle='--')

plt.grid()

209 plt.legend(fontsize='10', loc='upper right')

211 plt.subplot(G[1,0:1])
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plt.tick_params(labelsize=10)

213 lags12, sig12 = corelacao(osc1[lix0:,xyz_grafico], osc2[lix0:,xyz_grafico])

plt.plot(lags12*dt, sig12, linewidth=1, color='b')

215

plt.title("$C_{12}$="+ " {} $\mu$s , {}%".format(round(Atraso(lags12,sig12)*

dt), round(np.max(sig12),2)*100), loc='center', fontsize = '14')

217 plt.vlines(Atraso(lags12,sig12)*dt,-1,1, label='atraso', colors='r',

linewidth=1)

plt.xlabel('Atraso ($\mu$s)', fontsize = '14')

219 plt.ylabel(r'$C_{12}(\tau)$', fontsize = '14')

plt.xlim(-60,60)

221 plt.ylim(0,1)

plt.yticks(np.arange(0, 1.1, 0.2))

223 plt.xticks(np.arange(-60, 60, 30))

plt.grid()

225

plt.subplot(G[1,1:2])

227 plt.tick_params(labelsize=10)

lags13, sig13 = corelacao(osc1[lix0:,xyz_grafico], osc3[lix0:,xyz_grafico])

229 plt.plot(lags13*dt, sig13, linewidth=1, color='b')

231 plt.title("$C_{13}$="+ " {} $\mu$s , {}%".format(round(Atraso(lags13,sig13)*

dt), round(np.max(sig13),2)*100), loc='center', fontsize = '14')

plt.vlines(Atraso(lags13,sig13)*dt,-1,1, label='atraso', colors='r',

linewidth=1)

233 plt.xlabel('Atraso ($\mu$s)', fontsize = '14')

plt.ylabel(r'$C_{13}(\tau)$', fontsize = '14')

235 plt.xlim(-60,60)

plt.ylim(0,1)

237 plt.yticks(np.arange(0, 1.1, 0.25))

plt.xticks(np.arange(-60, 60, 30))

239 plt.grid()

241 plt.subplot(G[1,2:3])

plt.tick_params(labelsize=10)

243 lags23, sig23 = corelacao(osc2[lix0:,xyz_grafico], osc3[lix0:,xyz_grafico])

plt.plot(lags23*dt, sig23, linewidth=1, color='b')

245

plt.title("$C_{23}$="+ " {} $\mu$s , {}%".format(round(Atraso(lags23,sig23)*

dt), round(np.max(sig23),2)*100), loc='center', fontsize = '14')

247 plt.vlines(Atraso(lags23,sig23)*dt,-1,1, label='atraso', colors='r',

linewidth=1)

plt.xlabel('Atraso ($\mu$s)', fontsize = '14')

249 plt.ylabel(r'$C_{24}(\tau)$', fontsize = '14')

plt.xlim(-60,60)

251 plt.ylim(0,1)

plt.yticks(np.arange(0, 1.1, 0.25))
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253 plt.xticks(np.arange(-60, 60, 30))

plt.grid()

255

try:

257 combined_data = np.vstack((osc1[lix0:, xyz_grafico], osc2[lix0:,

xyz_grafico], osc3[lix0:, xyz_grafico]))

except IndexError as e:

259 print(f"IndexError: {e}")

raise

261

try:

263 df = pd.DataFrame(combined_data)

except Exception as e:

265 print(f"Erro ao criar DataFrame: {e}")

raise

267

df = df.transpose()

269 df.columns = ['OSC1', 'OSC2', 'OSC3']

271 plt.subplot(G[1,3:4])

try:

273 cmap = sns.diverging_palette(h_neg=240, h_pos=10, s=100, as_cmap=True)

heatmap = sns.heatmap(df.corr(), annot=True, vmin=-1, vmax=1, cmap=cmap,

annot_kws={"fontsize": 8})

275 except Exception as e:

print(f"Erro ao criar grafico: {e}")

277 raise

279 plt.tight_layout()

plt.show()

281

plt.show()
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